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PREMIÈRE   THÈSE. 


SUR 


LES  ÉQIATMS  IMÉGRO-DIFFËREMIELLES 

DÉFINISSANT  DES  FONCTIONS  DE  LIGNES. 


INTRODUCTION  ('). 

1.  Les  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  varial)les  indépendantes  ont 
été  longtemps  les  seules  étudiées  en  analyse.  Actuellement,  l'on  consi- 
dère aussi,  d'une  part,  des  fonctions  d'une  infinité  de  variables  indé- 
pendantes, d'autre  part,  des  fonctions  qui  dépendent  de  la.  forme  d'une 
autre  fonction f{x).  Ces  dernières  fonctions,  qu'on  nomme  des  fo}nc- 
tionnelles  dej'{x)  ne  doivent  pas  être  confondues  avec  les  fonctions  de 
fonctions,  c'est-à-dire  les  expressions  obtenues  en  remplaçant  t  par 
y*(j:)  dans  certaines  fonctions  de  t.  D'une  manière  précise,  une  fonc- 
tionnelle dey(.r)  est  une  quantité  ayant  une  valeur  déterminée  pour 


(*)  Celle  lolroduclion,  à  laquelle  j'ai  donné  un  grand  développement  comparalivement  à 
rimporlance  du  présent  travail,  est  surtoul  un  résumé  des  travaux  de  MM.  Volterra  et 
Hadamard  sur  les  fonctions  de  lignes. 

L.  I 
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chaque  fonction /"(x).  Ainsi,  l'intë^^rale  définie 

(,)  -  f    '^[x,f(x),f'{x)]cU- 

est  une  fonctionnelle  de/(.r). 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  des  fonctionnelles  qui 
dépendent  de  plusieurs  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. On  peut  aussi  se  placer  à  un  point  de  vue  géométrique,  et 
considérer  des  quantités  qui  dépendent  d'une  ligne,  c'est-à-dire  qui 
ont  une  valeur  déterminée  pour  chaque  ligne  (du  plan  ou  de  l'espace)  ; 
nous  nommerons  ces  quantités  des  fonctionnelles  de  lignes  ou,  plus 
simplement,  àe?>fonctions  de  lignes.  Cette  détermination  ne  risque  pas 
de  produire  la  confusion  que  produirait  celle  à^  fonctions  de  fonctions 
pour  désigner  une  fonctionnelle.  On  peut  considérer  de  même  des 
fonctions  de  surfaces.  Il  existe  évidemment  un  lien  étroit  entre  les  fonc- 
tionnelles ordinaires  et  les  fonctions  de  lignes  et  de  surfaces. 

Le  premier  exemple  de  fonctionnelles  a  été  celui  des  intégrales  de 
la  forme  (i)  et  d'intégrales  analogues  contenant  des  dérivées  d'ordre 
supérieur  de  la  fonction /'(a;).  Leur  étude,  commencée  par  Euler  et 
surtout  par  Lagrange,   a  donné  naissance  au  Calcul  des  variations. 

Un  exemple  de  fonctions  de  lignes,  bien  conrm  en  électricité,  est  le 
coefficient  d'induction  mutuelle  de  deux  contours.  Un  autre  exemple 
est  Isifonction  de  Green.  C'est  une  fonction  de  deux  points  d'un  plan, 
dont  la  forme  dépend  d'une  ligne  plane  fermée  C  ;  c'est  donc  une  fonc- 
tion de  deux  points  et  de  la  ligne  C.  Elle  est  le  type  d'une  famille  de 
fonctions  analogues  qui  jouent  un  rôle  important  en  Physique  mathé- 
matique. 

Pour  étudier  d'une  manière  générale  les  fonctionnelles  et  les  fonc- 
tions de  lignes,  il  peut  sembler  naturel  de  les  rapprocher  des  fonctions 
d'une  infinité  de  variables  indépendantes.  Si,  par  exemple,  on  se  borne 
au  cas  où  la  fonction  f{x)  est  analytique  dans  le  voisinage  d'une 
certaine  valeur  o^j,  de  la  variable,  elle  peut  être  définie  par  les  coeffi- 
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cients  de  son  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de 
^v  —  x^.  L'étude  des  fonctionnelles  dej'{x)  peut  donc  se  ramener  à 
l'étude  des  fonctions  de  ces  coefficients.  MM.  Bourlet  {* )  et  Pin- 
cherle  (')  ont  oi)tenu,  par  cette  méthode,  des  résultats  très  intéres- 
sants. On  peut,  toutefois,  lui  reprocher  de  faire  jouer  à  la  valeur  .i\ 
de  la  variable  un  rôle  particulier  que  rien  ne  justifie.  Quoi  qu'il  en  soit 
de  la  valeur  de  cette  objection,  cette  voie  paraît  devoir  être  moins 
féconde  qu'une  étude  directe  des  fonctionnelles. 

Cette  étude  repose  sur  l'introduction  de  la  notion  de  dérivée  dans  le 
calcul  fonctionnel.  Cette  notion  est  due  à  M.  Volterra,  dont  nous 
allons  d'abord  exposer  les  principaux  travaux  sur  ce 'sujet  (').  Le  pré- 
sent travail  étant  consacré  surtout  à  l'étude  des  fonctions  de  lignes 
planes,  nous  adopterons  le  point  de  vue  géométrique,  et  nous  traite- 
rons à  part  le  cas  des  lignes  planes. 

2.  Lfi  notion  fie  dérivée.  —  Considérons  une  courbe  plane  fermée  C 
et  une  fonction  $  de  cette  courbe,  et  demandons-nous  de  quelle 
manière  varie  $  quand  la  courbe  C  se  déforme  pour  venir  occuper  une 
position  infiniment  voisine  C.  Si  par  un  point  M  de  C  nous  menons  une 
normale  à  cette  courbe,  et  si  nous  appelons  on  la  distance  de  C  et  C, 
comptée  sur  cette  normale,  la  donnée  de  on  pour  chaque  point  M 
définit  la  position  de  la  courbe  C  par  rapport  à  la  courbe  C.  Le  point  M 
étant  lui-même  défini  par  la  longueur  s  de  l'arc  de  C  ayant  une  origine 
déterminée  et  ce  point  pour  extrémité,  on  est  une  fonction  de  s. 

Supposons  d'abord  que  on  soit  nul,  sauf  sur  un  arc  très  petit  Ss.  La 
variation  de  <1>  dépendra  en  général  de  la  longueur  de  cet  arc  ainsi 
que  des  valeurs  de  on  sur  cet  arc,  et  //  est  naturel  d  admettre  qu'elle 


(')   Annales  de  l'École  normale,  l.  XIV  el  XVI. 

(*)  MatheniaLisclie  Annalen,  t.  XLIX. 

C)  Rendiconti  dell.  Ace.  dei  Lincei  (1887  à  i^^o.  passim).  Les  principaux  résullals 
contenus  dans  les  deux  premiers  Volumes  indiqués  ont  été  reproduits  dans  un  Mémoire 
écrit  en  français  {Acta  matliematica,  t.  XII). 
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est  proportionnelle  à  l'aire  Acr  comprise  entre  C  et  C^  autrement  dit 
que  le  rapport 

(  =  )  AT 

tend  \  ers  une  limite  quand  les  deux  extrémités  de  l'arc  A^  tendent  vers 
un  même  point  M,  et  que  le  maximum  de  on  sur  cet  arc  tend^ers  zéro. 
Cette  limite  sera  une  fonction  de  la  ligne  C  et  de  la  valeur  de  s  corres- 
pondant au  point  M.  Nous  l'appellerons  la  derme  de  la  fonction  $,  et 
nous  la  désignerons  par  ^^[s). 

Si  maintenant  la  courbe  C  se  déforme  d'une  manière  quelconque, 
l'aiie  comprise  entre  C  et  CJ  sera  une  somme  d'éléments  de  la  forme 
on  ds,  et  il  est  naturel  d'admettre  que  la  variation  de  $  est  de  la 
forme 

(3)  oi)=l    ^h^{.s)o/lds. 

Cette  formule  n'est  évidemment  pas  générale.  Si,  par  exemple, 
0  représente  la  plus  courte  distance  d'un  point  fixe  O  à  la  courbe  C, 
o<I>  dépend  seulement  de  la  valeur  de  on  au  point  de  C  le  plus  rapproché 
de  O,  et  par  conséquent  n'est  pas  de  la  forme  (3).  Il  ne  peut  donc  pas 
être  question  de  donner  de  cette  formule  une  démonstration  générale. 
Pour  l'établir,  M.  Volterra  suppose  la  continuité  de  la  fonction  <]>  et 
l'existence  de  sa  dérivée,  et  il  suppose  de  plus  que  le  rapport  (2)  tend 
vers  cette  limite  avec  uniformité . 

Les  notations  qui  précèdent  et  cjue  nous  conserverons  dans  la  suite, 
ne  sont  pas  tout  à  fait  celles  qu'il  emploie.  Il  définit  la  position  de  la 
courbe  C  par  rapport  à  la  courbe  C  dans  le  voisinage  du  point  M,  non 
par  un  segment  oa«  normal  à  C,  mais  par  un  segment  quelconque  de 
composantes  ox,  oy  suivant  deux  directions  rectangulaires.  Au  lieu  de 
la  formule  (3),  on  a  alors 


o<J)  =  /  ((ï>'p  ùx  +  (I>^  ^y)ds, 
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$'  et  <P'  étant  deux  fonctions  de  s  liées  par  la  relation 

a<i>; +  ?*!>;. =o 

dans  laquelle  a,  et  fi  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  tanj^ente  à  C  en  M. 
On  voit  aisément  que  ^'^  et  $'  sont  liées  à  la  dérivée  $,  par  les  rela- 
tions 

(4)  <P',  =  -'^^,,        <!>,.- a*. 

si  la  direction  positive  choisie  sur  la  normale  pour  mesurer  on  est  celle» 
qui  a  pour  cosinus  directeurs  —  ^  et  a.  jNous  ferons  toujours  cette 
hypothèse  dans  la  suite,  %  et  ^  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente correspondant  à  la  direction  des  s  croissants.  Autrement  dit,  la 
direction  positive  de  la  normale  sera  placée  par  rapport  à  la  direction 
des  .V  croissants  comme  la  demi-droite  Ojr  par  rapport  à  la  demi- 
droite  Ojc. 

5.  Extension  au  cas  de  l'espace.  —  Considérons  maintenant  une 
courbe  gauche  fermée  C  et  une  fonction  ^  de  cette  courbe.  Remarquons 
d'abord  que  si  C  se  déforme  en  restant  sur  une  surface  donnée  ^, 
comme  on  peut  représenter  cette  surface  sur  un  plan,  on  est  ramené  à 
l'étude  d'une  fonction  de  lignes  planes.  On  voit  ainsi  que,  si  un  arc  ds 
de  C  décrit  un  élément  r/o*  de  ii,  la  variation  de  $  qui  en  résulte  est  propor- 
tionnelle 2idrs\  on  peut  donc  la  représenter  par  le  flux  d'un  certain  vec- 
teur à  travers  r/o-.  La  composante  de  ce  vecteur  suivant  la  normale 
à  drj  est  seule  bien  définie  ;  ses  deux  autres  composantes  sont  arbi- 
traires. 

Supposons  maintenant  que  l'élément  de  surface  ^O"  décrit  parl'arc  ds 
ait  une  orientation  quelconque,  et  désignons  par  o//  la  normale  à  ds 
contenue  dans  d(s\,  on  peut  être  décomposée  suivant  deux  directions  o/?, 
et  o/Zj  perpendiculaires  entre  elles  et  à  ds,  et  alors  le  déplacement  fai- 
sant décrire  à  ds  l'élément  dG  est  décomposé  en  deux  déplacements  lui 
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faisant  décrire  des  éléments  d(J^  et  da^  de  deux  surfaces  déterminées  S, 
etSj.  Nous  supposerons  que  la  variation  de  <5,  quand  ds  décrit  Vêle- 
ment d(J,  soit  la  somme  des  variations  correspondantes  à  ces  deux  dépla- 
cements composants .  Gela  résulterait  d'ailleurs  d'une  hypothèse  ana- 
logue à  celle  faite  précédemment  que  le  rapport  (2)  tendait  vers  sa 
limite  d'nne  manière  uniforme. 

Aux  surfaces  S,  et  Sj,  on  peut  faire  correspondre,  par  le  procédé 
indiqué  ci-dessus,  deux  vecteurs  V,  et  Vg .  Mais  la  composante  de  V, ,  sui- 
vant la  normale  à  S, ,  et  celle  de  Vg,  suivant  la  normale  à  S^,  sont  seules 
bien  définies.  On  peut  donc  disposer  de  ce  qui  reste  d'arbitraire  dans 
ces  deux  vecteurs  de  manière  qu'ils  soient  confondus.  Nous  désigne- 
rons ce  vecteur  unique  par  V;  sa  composante  suivant  r/^- reste  encore 
arbitraire. 

Le  flux  de  V  à  travers  d(j  est  évidemment  la  somme  des  flux  de  ce 
vecteur  à  travers  d(J^  et  d<j^.  Il  résidte  alors  de  l'hypothèse  faite  sur  la 
fonction  ^  que  ce  flux  représente  la  variation  de  <1>  quand  ds  décrit  l'élé- 
ment d<j.  On  a  ainsi  une  représentation  simple,  au  moyen  du  vec- 
teur V,  de  la  variation  de  <I>  quand  ds  se  déplace  d'une  manière  quel- 
conque. 

La  courbe  G  tout  entière  se  déforme  d'une  manière  quelconque,  la 
variation  de  $  est  alors  de  la  forme 


ds 


r>I)=    rVsin(V,  d^)d^=    rVsin(V,  d'7)rjl 
Je  J  0 

analogue  à  la  forme  (3). 

4.  Les  fonctions  du  premier  degré.  —  11  peut  arriver  qu'une  fonc- 
tion $  dépende  non  seulement  de  la  ligne  G,  mais  d'un  sens  de  parcours 
choisi  sur  cette  ligne  ;  cela  ne  change  rien  aux  considérations  qui  pré- 
cèdent. Appelons  G  et  G,  deux  lignes  ayant  un  arc  commun  parcouru 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  suivant  qu'on  le  considère  comme  appar- 
tenant à  G  ou  à  G,  ;  appelons  G'  la  ligne  obtenue  en  réunissant  G  et  G, ,  et 


EQUATIONS    INTEGRO-DIFFERENTIELLES    ET    FONCTIONS    DE    LIGNES.  7 

supprimant  cet  arc  commun  ;  son  sens  de  parcours  est  bien  déterminé. 
CI  étant  lié  de  cette  manière  à  C  et  C,,  il  existe  des  fonctions  pour  les- 
quelles on  aura  toujours 

M.  f^olterra  appelle  ces  fonctions  des  fonctions  du  premier  degré. 

Supposons,  en  particulier,  queC,  soit  une  ligne  entourant  un  élément 
de  surface  très  petit  da;  C  et  CI  sont  alors  deux  courbes  très  voisines, 
et  ♦ 

*ï*c.  =  ^c  —  ^C  =  ^* 

représente  le  flux  du  vecteur  V  à  travers  l'élément  d(j.  Ce  flux  est  donc 
indépendant  de  la  ligne  C  et  même  de  la  tangente  à  cette  ligne  au  point 
M,  et  ne  dépend  que  de  l'élément  da. 

Comment  varie-t-il  quand  l'élément  da  prend  différentes  orienta- 
tions autour  du  point  M  ."^  Considérons  trois  éléments  de  surface  oc", , 
oo-j,  OG-j  se  coupant  deux  à  deux  à  angle  droit.  A  ces  éléments  corres- 
pondent trois  valeurs  du  flux  qu'on  peut  supposer  dues  à  un  vecteur 
unique  V.  Considérons  maintenant  un  élément  de  surface  quelconque 
d<J  entouré  par  une  ligne  C,.  En  le  décomposant  en  trois  éléments 
situés  dans  les  plans  de  drs^,  d<j^  et  ^t,,  et,  en  raisonnant  comme  au 
paragraphe  5,  on  voit  que  ^^  est  égal  au  flux  du  vecteur  \  '  à  travers  d(j. 
On  peut  donc  prendre  pour  V  ce  vecteur  V,  indépendant  de  l'orienta- 
tion de  dn  et  fonction  seulement  du  point  M  que  l'on  considère. 

Les  composantes  V^.,  V^,  V,  du  vecteur  V  ainsi  déterminé  ne  sont 
d'ailleurs  pas  des  fonctions  quelconques  du  point  M.  Considérons,  en 
effet,  une  ligne  qui  se  déforme  depuis  une  position  initiale  C,  jusqu'à 
une  position  finale  Cj  en  décrivant  une  surface  S.  La  différence 
^^ —  $^.  est  égale  au  flux  du  vecteur  A  à  travers  la  surface  S.  Or  elle  est 
indépendante  delà  surfaceS  et  ne  dépend  que  des  lignes  C,  et  Cj  qui  la 
bordent.  Il  faut  donc  qu'on  ait 
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Nous  appellerons  cette  équation  la  condition  crintégrahilité  relative 
au  vecteur  V . 

Si  cette  condition  est  remplie,  il  correspond  au  vecteur  V  une  fonc- 
tion $  et  une  seule.  La  valeur  de  cette  fonction  pour  la  ligne  C  est  égale 
au  flux  de  V  à  travers  une  surface  quelconque  limitée  à  C,  la  face  posi- 
tive de  cette  surface  dépendant  du  sens  de  parcours  choisi  sur  C. 

La  condition  (5)  étant  vérifiée,  on  sait  qu'on  peut  déterminer  un  vec- 
teur W,  de  composantes  V^,  V^,  V^,  tel  qu'on  ait 


dy       ^        dz 

à 
dz     '  "^       dx 


V,=  -f-W,-^W^, 


V,=.-W.-  — W„ 


Le  théorème  de  Stokes  montre  alors  que 
(6)  $,.=  r  (Wa^dx  -{-Wydy  -^  W,  (h.). 

On  a  ainsi  l'expression  de  $  à  l'aide  d'éléments  qui  ne  dépendent 
que  des  points  du  contour  C.  Cette  expression  montre  bien  que  <I>  vérifie 
la  définition  des  fonctions  du  premier  degré. 

On  sait  qu'un  vecteur  quelconque  peut  être  mis  sous  la  forme 

W  =  W, +  XWo, 

cette  égalité  étant  écrite  au  sens  géométrique,  W,  et  Wj  désignant 
des  vecteurs  qui  dérivent  chacun  d'un  potentiel,  et  X  une  fonction 
quelconque  du  point  M.  Portant  cette  expression  dans  la  formule  (6), 
on  a 

\  et  [L  étant  deux  fonctions  du  point  M. 


EQUATIONS    INTEGRO-DIFFEREXTIELLES    ET    FONCTIONS    DE    LIGNES.         i) 

On  a  ainsi  une  expression  de  la  fonction  <I>  à  l'aide  de  deux  fonctions 
arbitraires  seulement.  Mais  cette  expression  a  l'inconvénient  de  n'être 
pas  unique  de  son  espèce,  et  il  vaut  mieux  considérer  <I>  comme  défini 
par  la  donnée  du  vecteur  V,  c'est-à-dire  par  la  donnée  des  trois  fonc- 
tions \\p,  V^,  V^,  liées  par  la  relation  (5). 

Si  l'on  a  besoin  seulement  des  valeurs  de  la  fonction  <ï>  pour  les 
lignes  d'un  plan,  il  suffit  de  connaître  la  composante  V^  de  \  pour  les 
points  de  ce  plan.  V.  est  évidemment  ce  que  nous  avons  appelé  au 
paragraphe  2  dérivée  de  Injonction  $  et  désigné  par  <I>,.  On  obtient  la 
valeur  de  $  en  calculant  l'intégrale  double  de  $,  dans  la  région  du  plan 
intérieure  à  C,  et  en  la  faisant  précéder  d'un  signe  qui  dépend  du  sens 
de  parcours  choisi  sur  C.  Les  fonctions  du  premier  degré  des  courbes 
planes,  que  nous  aurons  souvent  à  considérer  dans  la  suite,  dépendent 
donc  d'une  seule  fonction  ^\  de  deux  variables  indépendantes. 

d.  La  théorie  de  M.  f^oLterra.  —  Grâce  à  la  notion  de  dérivée,  on 
peut  appliquer  à  l'étude  des  fonctions  de  lignes  les  procédés  ordi- 
naires de  l'analyse.  On  peut,  par  exemple,  étendre  aux  fonctions  de 
lignes  quelconques  les  méthodes  du  calcul  des  variations  qui,  à  l'ori- 
gine, n'étaient  appliquées  qu'aux  fonctions  représentées  par  des  inté- 
grales définies.  Nous  allons  nous  arrêter  quelques  instants  sur  une 
Ye\ndiY^[iiih\Q  généralisation  de  la  théorie  des  fonctions  dune  Dariable 
imaginaire ,  due,  comme  tous  les  résultats  qui  précèdent,  à  M.  \  ol- 
terra.  Elle  nous  éloignera  de  l'objet  principal  de  ce  travail  ;  mais  on 
ne  saurait  la  passer  sous  silence  dans  un  résumé,  même  rapide,  des 
travaux  faits  sur  les  fonctions  de  lignes.  Le  mode  d'exposition  adopté 
dans  ce  qui  suit  est  d'ailleurs  un  peu  différent  de  celui  de  M.  ^^olterra. 

La  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  repose  tout 
entière  sur  la  définition  suivante  :  étant  données  quatre  fonctions /*, , 
/j,  0, ,  cp,  fie  deux  variables  indépendantes  x  etjy,  9,  +  i^^  est  wwe  fonc- 
tion analytique  àef^  -f-  if,  si  le  rapport  '-tt-^ — fr  ne  dépend  pas  des 
valeurs  de  dx  et  dy. 

L.  2 
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Considérons  de  même  quatre  fonctions  de  lignes  F,,  Fg,  ^I^,,  i\.  Leur 
variation,  quand  la  déformation  de  la  courbe  C  ne  porte  que  sur  un  arc 
très  petit,  voisin  d'un  point  M,  dépend  de  deux  infiniment  petits  dis- 
tincts. Nous  dirons,  avec  M.  Volterra,  que  les  fonctions  Fj-f-tFj  et 

,  .n  .y  -1  d<l\^  i  d<^2  1'  1  I 

$,-hi^>2  sont  isogenes,  si  le  rapport  ^^p n^rrr-  ne   dépend  pas  des 

valeurs  de  ces  deux  infiniment  petits,  mais  seulement  du  point  M. 

Appelons  V,,  Vg,  W,,  Wj  les  vecteurs  correspondant  aux  fonctions 
F,,  Fg,  ^1\,  ^l\  de  la  manière  indiquée  au  paragraphe  5.  Comme  la 
composante  de  ces  vecteurs  suivant  la  direction  de  la  tangente  à  la 
courbe  C  en  jM  est  indéterminée,  nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées,  qu'ils  sont  dans  le  plan  P  normal  à  cette  courbe.  Il  est  alors 
facile  de  former  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ces  quatre 
vecteurs  pour  que  les  fonctions  F,  -h  iFj  et  ^1>,  +  i^l\  soient  isogènes. 

Appelons  W'^  et  Wj  les  composantes  de  W,  suivant  les  directions  de 
V,  et  Vj,  et  W',  etW'',  celles  de  W^.  En  considérant  deux  déplacements 
infiniment  petits  de  l'arc  r/.*,  l'un  dans  un  plan  contenant  V,,  l'autre 

1  1  AT  '  •  1  0<I>,   +   f8$2  1 

dans  un  plan  contenant  V^,  et  en  écrivant  que  le  rapport  ^^^ r^  a  la 

même  valeur  dans  ces  deux  déplacements,  il  vient 

Tvr~^-     v;    '" 

Si  V,  et  Vj  sont  égaux  et  rectangulaires,  il  faut  donc  qu'il  en  soit  de 
même  de  W,  et  Wj.  Dans  le  cas  général,  cette  relation  exprime  que  les 
ellipses  décrites,  l'une  surV,  et  Vj,  l'autre  sur  W,  et  W^,  comme  demi- 
diamètres  conjugués,  sont  liomotliétiques  ;  si  l'on  prend  sur  chacune 
de  ces  ellipses  comme  sens  positif  celui  qui  permet  d'aller  de  l'extré- 
mité du  premier  vecteur  à  celle  du  second  sans  décrire  la  moitié  de  la 
courbe,  il  faut  de  plus  que  les  sens  positifs  des  deux  ellipses  se  corres- 
pondent par  une  homothétie  directe.  Nous  exprimerons  cette  relation 
en  disant  que  \V^  est  conjugué  de  W,  dans  r ellipse  (  V\ ,  Vj). 

Dans  le  cas  où  les  directions  de  V  ,  et  V^  sont  confondues,  il  faut  que 
W,  et  Wj  aient  aussi  tous  deux  la  direction  de  V,  et  \\. 


v^ 


^ 
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Appliquons  ces  résultats  aux  fonctions  du  premier  degré.  Pour  ces 
fonctions,  les  vecteurs  V,,  V,,  W,,  W^  ont  une  détermination  unique, 
et  la  relation  qui  vient  d'être  obtenue  est  celle  qui  doit  exister  entre  les 
projections  de  ces  vecteurs  sur  le  plan  P.  Comme  elle  doit  être  vérifiée, 
quel  que  soit  ce  plan,  il  faut  que  ces  vecteurs  eux-mêmes  soient  dans 
un  même  plan,  et  soient  liés  dans  ce  plan  de  la  manière  qu'on  vient  de 
voir  dans  le  plan  P. 

Si  F, ,  Fj  et  $,  sont  donnés,  il  n'existera  pas,  en  général,  de  fonction  $, 
telle  que  F,-|-/F2  et  5>, -h /$,  soient  isogènes.  F,  et  F,  étant  seuls 
donnés,  cherchons  quelles  conditions  doit  vérifier  la  fonction  <5,  pour 
qu'il  existe  une  fonction  ^^  vérifiant  la  condition  précédente. 

Traitons  d'al)ord  le  cas  où  les  vecteurs  V,  etV^  ont,  en  chaque  point 
de  l'espace,  la  même  direction  ;  cela  revient  à  dire  que  F,  et  F,  sont 
isogènes.  Dans  ce  cas,  on  trouve  que  '^ ^  et  $,  sont  deux  fonctions  quel- 
conques isogènes  à  F,  et  F,;  il  est  facile  de  voir  que  chacune  de  ces 
fonctions  dépend  d'une  fonction  de  trois  variables  indépendantes,  véri- 
fiant une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Considérons,  maintenant,  le  cas  général  oiiV,  et  V,  ont  des  directions 
différentes,  sauf,  peut-être,  pour  certains  points  particu'iers.  Quelles 
sont  les  conditions  qui  doivent  être  vérifiées  par  la  fonction  <^,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  le  vecteur  W?  Il  faut  d'abord  qu'il  soit  dans 
le  plan  déterminé  par  V,  etV^.  Le  vecteur  W,  est  alors  déterminé  d'une 
manière  unique  par  la  condition  obtenue  précédemment.  Pour  qu'il 
existe  une  fonction  $,,  il  faut  que  la  condition  d'intégrabilité  relative 
à  Wj  soit  vérifiée.  La  condition  d'intégrabilité  relative  à  W,  l'est  évi- 
demment aussi.  On  a  donc  en  tout  trois  équations  que  doivent  vérifier 
les  composantes  de  W  :  une  équation  ordinaire  et  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  ces  trois  équations  sont  linéaires 
et  homogènes. 

La  solution  d'un  pareil  svstème  dépend  de  deux  fonctions  arbi- 
traires de  deux  variables  indépendantes.  Les  fonctions  isogènes  à 
F,  H-  /F.,  forment  donc  un  ensemble  beaucoup  plus  vaste  que  les  fonc- 
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tioiis  analytiques  F^  -f-  iF^.  Cette  remarque  était  nécessaire  pour  mon- 
trer l'intérêt  efï'ectif  de  la  théorie  précédente. 

Après  avoir  formé  les  conditions  que  doit  vérifier  <I>,,  M.  Volterra 
introduit  un  paramètre  difïérentiel,  qui  joue  un  i^rand  rôle  dans  la  suite 
de  sa  théorie,  et  qui  est  analogue  au  païamètre  difïérentiel  du  premier 
ordre 

dx  ôx        dy  dj' 

qui  intervient  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ij^inaire  x-{-iy.  Ce  paramètre  difïérentiel  a  une  signification  géomé- 
trique simple.  Appelons  ^>,  et  <1>'^  deux  fonctions  du  premier  degré 
dont  les  vecteurs  représentatifs  W,  et  W'^  soient  situés  dans  le  plan  de 
V,  et  V2;  appelons  W,  et  W',  les  vecteurs  conjugués  de  W,  et  W, 
dans  l'ellipse  (V^jVg).  Le  paramètre  difïérentiel  H^^,-,  défini  par 
M.  Volterra,  est  le  rapport  des  aires  des  parallélogrammes  construits, 
l'un  sur  W,  et  W,,,  l'autre  sur  V,  et  ¥3,  ces  aires  étant  naturellement 
considérées  comme  positives  ou  négatives,  suivant  la  position  respec- 
tive de  ces  vecteurs.  H^  .j,-  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des 
coordonnées  de  chacun  des  vecteurs  V,  et  V  . 

Si  Wg  et  W[,  correspondent  à  deux  fonctions  ^^  et  î>' ,  on  a 

H  ^_  ,j„^  =  Y{^  ^[^ ,         H,!,^ ,!,{,  =  —  H,!,^  ,i>'^ , 

puisque  les  aires  considérées  ne  changent  pas  si  l'on  remplace  chaque 
vecteur  par  son  conjugué,  et  que  le  conjugué  de  W.,  est  le  vecteur 
opposé  à  W'^ . 

Si  $,  et  <I>'|  sont  confondus,  H^  .j,»  représente  le  carré  du  rapport 
des  longueurs  de  W,  et  du  demi-diamètre  intercepté  par  W,  dans 
l'ellipse  (  \  , ,  Vg).  C'est  donc  une  quantité  essentiellement  positive. 

M.  Volterra  utilise  cet  invariant  pour  établir  une  formule  analogue 
à  celle  de  Green.  Nous  ne  reproduirons  pas  ses  calculs,  qui  peuvent, 
d'ailleurs,  être  en  grande  partie  remplacés  par  des  raisonnements  géo- 
métriques, analogues  à  ceux  qui  précèdent;  mais,  ici,  la  démonstration 


Équations  intégro-différentielles  et  fonctions  de  lignes.      i3 

géométrique  est  plutôt  moins  simple  que  la  démonstration  analytique. 
Indiquons  seulement  une  remarquable  conséquenee  qu'il  déduit  de 
cette  formule. 

U  ne  fonction  $,  -|-  t^,,  isogène  à  une  fonction  donnée  ¥ ,  -j-  iF^  et  sans 
singularité  à  l'intérieur  d'une  surface  t,  est  déterminée,  si  l'on  connaît 
les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  lignes  de  cette  surface. 

Il  existe  même  un  cas  dans  lequel  il  suffît  de  connaître  les  valeurs 
d  une  des  fonctions  $,  et  $2  pour  les  lignes  de  la  surface  (7.  C'est  le  cas 
où  les  éléments  de  contact,  définis  en  chaque  point  de  l'espace  par  les 
vecteurs  V,  et  \  ,  représentant  F,  et  F,,  enveloppent  une  famille  de 
surfaces. 

Les  résultats  précédents  peuvent  s'étendre  à  l'espace  à  71  dimen- 
sions (').  Considérons,  d'abord,  les  surfaces  formées  de  points  qui 
dépendent  den  —  2  paramètres.  La  théorie  des  fonctions  de  ces  surfaces 
est  identique  à  celle  des  fonctions  de  lignes  dans  l'espace.  A  toute 
fonction  du  premier  degré  de  ces  surfaces,  on  peut  faire  correspondre 
un  vecteur,  dont  les  composantes  vérifient  une  condition  d'intégrabilité 
facile  à  former.  En  répétant  dans  ce  cas  la  théorie  précédente  et  con- 
servant les  mêmes  notations,  on  trouve  que  W,  doit  être  situé  dans  le 
plan(')  défini  par  V,  et  V,.  En  écrivant,  en  outre,  les  conditions  d'inté- 
grabilité relatives  à  W,  et  W,,  on  a  n  équations,  dont  deux  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  que  doivent  vérifier  les  com- 
posantes de  W, .  L'indétermination  de  ^^-\-i*^^  est  donc  analogue  à 
celle  qu'on  a  trouvée  dans  l'espace  à  trois  dimensions;  elle  dépend  de 
deux  fonctions  arbitraires  de  n  —  1  variables  indépendantes. 

Considérons  maintenant  une  surface  formée  de  points  qui  dépendent 
de  r —  I  paramètres.  En  recommençant  une  étude  analogue  à  la  pré- 


(•)  Les  résultats  exposés  jusquici  se  trouvent  dans  le  Mémoire  cité  des  Acta  malhema- 
tica  (t.  XII).  Ceux  qui  suivent  n'ont  été  publiés  qu'en  langue  italienne. 

(')  Le  mol  plan  est  employé  ici  dans  le  même  sens  que  dans  l'espace  ordinaire;  c'est  le 
lieu  des  points  dont  les  coordonnées  dépendent  linéairement  de  deux  paramètres. 
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cédente,  on  rencontre,  dès  que  r  <i  n  —  i ,  une  circonstance  tout  à  fait 
différente  de  celles  qui  se  sont  présentées  jusqu'ici.  Si  l'on  suppose  F, 
et  Fj  donnés,  et  qu'on  cberclie  quelles  conditions  doit  remplir  la 
fonction  <I>,  pour  qu'il  existe  une  fonction  $2  telle  que  F,  -h  i  ¥^  et 
^ ^  4-  /$2  soient  isogènes,  on  est  conduit  à  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  en  nombre  supérieur  au  nombre  de  fonctions  in- 
connues. Ce  système  admet  évidemment  des  solutions,  puisque  les 
fonctions  analytiques  de  F,  +/ Fg  sont  des  fonctions  isogènes  à  F,  -\-i¥ ^. 
Mais,  en  général,  il  n'en  admet  pas  d'autres,  et,  si  l'on  considère  le 
cas  des  fonctions  de  points,  il  n'en  admet  jamais  d'autres.  Il  y  a  lieu 
de  se  demander  dans  quels  cas  il  en  admet  d'autres. 

M.  Volterra  a  montré  que  la  réponse  à  cette  question  dépend  des 
fonctions  F,  et  Fj.  En  prenant  comme  fonction  inconnue  la  fonctiony 
définie  par  l'égalité 

d^^  H-  i  d^.,  =  /(^F,  +  i  JFo ), 

il  écrit  les  conditions  que  doit  remplir  la  fonction  F  pour  que  le 
second  membre  soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  lignes. 
Parmi  les  équations  obtenues,  il  y  en  a  toujours  n  —  r  qui  sont  indé- 
pendantes entre  elles.  M.  Volterra  a  formé  les  conditions  que  doivent 
remplir  les  fonctions  F,  et  Fj  pour  que  toutes  les  équations  ainsi  obte- 
nues constituent  un  système  complet  se  réduisant  à  ces  n  —  r  équations. 
Dans  ce  cas,  ce  système  admet  r  intégrales  indépendantes,  de  sorte  que 
la  solution  du  problème  proposé  dépend  d'une  fonction  de  r  variables 
indépendantes.  Il  s'agit  ici  d'une  fonction  imaginaire,  qu'on  peut 
considérer  comme  dépendant  de  deux  fonctions  réelles  du  même 
nombre  de  variables  indépendantes.  Ce  résultat  comprend  donc  bien 
comme  cas  particulier  celui  que  nous  avons  obtenu  pour  r=  /z —  i . 

Dans  le  cas  qui  vient  d'être  indiqué,  la  fonction  F,  +  iF^  est  appelée, 
par  M.  Volterra,  une  fonction  élémentaire.  Il  établit  certaines  propriétés 
fort  curieuses  de  ces  fonctions.  Il  étudie  aussi  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  que  l'on  obtient  en  donnant  à  r  plusieurs  valeurs 
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difTérentes,  et  est  ainsi  conduit  à  définir  des  opérations  qui  généralisent 
la  dérivation  et  l'intégration. 

Les  limites  de  ce  travail  ne  nous  permettent  pas  d'insister  davantage 
sur  ces  théories,  et  nous  allons  revenir  à  l'étude  des  fonctions  de  lignes 
planes. 

6.  Le  théorème  de  M.  Hadaniard.  —  Nous  avons  déjà  remarqué 
que  la  formule  (3)  n'était  valable  qu'à  condition  de  faire  certaines  hy- 
pothèses sur  la  fonction  étudiée  $.  Dans  une  de  ses  Notes,  M.  Volterra 
avait  d'ailleurs  déjà  considéré  des  fonctions  pour  lesquelles  cette  for- 
mule n'est  pas  applicable. 

M.  Hadaniard  a  cherché  a  obtenir  une  formule  plus  générale  (*). 
Pour  cela,  il  n'a  fait  sur  la  fonction  étudiée  aucune  autre  hypothèse  que 
la  suivante  :  la  variation  de  la /onction  ^  est  une  fonctionnelle  linéaire 
de  dn . 

Ce  que  M.  Hadaniard  appelle  une  fonctionnelle  linéaire  n'a  aucun 
rapport  avec  les  fonctions  du  premier  degré  considérées  tout  à  l'heure. 
La  propriété  caractéristique  d'une  telle  fonctionnelle  est  la  suivante  : 
si  trois  valeurs  de  dn  sont  liées  par  la  relation 


<>n  =  A,  on,  -r-  Ao  OA?. 


A,  et  Aj  étant  des  constantes,  les  valeurs  correspondantes  de  o<I>  sont 
liées  par  la  relation 

0<l>  =  A,  04>,  —  ).2  0^2- 

L'hypothèse  que  o4>  soit  une  fonctionnelle  linéaire  de  on  paraît  indis- 
pensable, si  l'on  veut  étendre  aux  fonctions  de  lignes  les  méthodes  du 
calcul  infinitésimal. 

M.  Hadaniard  a  obtenu  une  expression  analytique  capable  de  repré- 
senter toutes  les  fonctionnelles  linéaires .  Cette  expression,  appliquée  à 

(')  Noir  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations  (p.  281  el  suivantes). 
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la  variation  o$  d'une  fonction  de  lignes  quelconque,  donne  la  formule 
(•j)  o<î>  =:  lim    /   (fa^(s)Zn  ds, 

9^(^*)  étant,  pour  chaque  ligne  G,  une  fonction  de^,  dépendant  en  outre 
du  paramètre  a. 

Si  (Pgj  {s)  tend  uniformément  vers  une  fonction  continue  de  s,  quand 
CL  devient  infini,  cette  formule  se  réduit  à  celle  de  M.  Volterra. 

Le  théorème  de  M.  Hadamarda  été  le  point  de  départ  d'intéressantes 
recherches  de  MM.  Riesz  (')  et  Fréchet  (^).  M.  Riesz  a  formé  une  autre 
expression  capable  de  représenter  toutes  les  fonctionnelles  linéaires. 
M.  Fréchet  a  donné  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  (7).  Il 
a  étudié  de?*  fonctionnelles  d'ordres  entiers,  définies  par  une  propriété 
fonctionnelle  qui  généralise  la  propriété  caractéristique  des  fonction- 
nelles linéaires,  et  a  déduit  de  cette  étude  des  expressions  analytiques, 
capables  de  représenter  une  fonctionnelle  continue  quelconque. 

7.  Etude  dUin  cas  particulier .  —  Appelons  C^  un  arc  delà  courbe  G 
de  longueur  très  petite  2£  ayant  pour  milieu  un  point  fixe  M^,  et  G, 
l'arc  comprenant  le  reste  de  la  courbe.  Supposons  que  sur  l'arc  G,, 
quelque  petit  que  soit  £,  la  fonction  ^J^s)  qui  figure  dans  la  formule  (7) 
tende  uniformément  vers  une  fonction  continue  9(^)  quand  a  aug- 
mente indéfiniment.  Supposons  de  plus  qu'il  existe  un  entier  positif/; 
et  un  nombre  positif  K,  tels  que  l'on  ait  sur  toute  la  courbe  G 

(8)  l(5-5o)/'+'Oa(5)l<K, 

s^  étant  la  valeur  de  s  correspondant  au  point  M„. 

Si  0/2  admet,  par  rapport  à  s^  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  /^  -h  i , 


(')  Fr.  Riesz,  Comptes  rendus^  29  novembre  1909. 

(^)  M.  FiiÉCHET,  Comptes  rendus  (i"""  février  1909,  3  mai   1909,  17  mai   1910);  Trans- 
actions of  American  Math.  Soc.  (t.  V  et  VI);  Ann.  de  l'Ec.  JVorm.  (1910). 


EQUATIONS    INTEGRO-DIFFERENTIELLES    ET    FONCTIONS    DE    LIGNES.         I7 

finies  et  continues,  du  moins  au  voisinage  de  M^,  on  peut  écrire 

on  =  orio-^  {s  —  So)  on^^ . . .+ p— o/î/  -^  {s  —  s^)p^'  6,  w, 

o/(.,  on  ,  ....  ^n'''  désio^nant  les  valeurs  de  ri/i  et  de  ses  dérivées  au 
point  Mo,  et  o,  n  une  fonction  de  s  qui  reste  finie  an  voisinage  de  ce  point. 
La  formule  (7)  donne  alors 

0^=1    ^{s)on  ds  -r-^ ^  ^^  liin    /  ■Çy,{s)  (s  —  So)' ds -\-  j  '^(5)  (5  —  5o)''+' 0, /?  f/5, 

0$  ayant  un  sens  quelle  que  soit  la  fonction  o/i,  les  coefficients  des 
quantités  Ort„,  on'^,  .  . . ,  o/f^^  ont  chacun  une  limite,  et  il  vient,  en  fai- 
sant tendre  £  vers  zéro, 

(9)  o<ï)=lim        /   5(5)8/l«/5  +  Ao(£,  *o)ô/Jo  +  A,(£,5o)ô/lô  +  ...-h  A;,(£,5o)5«u'''     . 

Si  la  fonction  o(j)  est  continue  pour  s  =  s^,  l'intégrale,  et  par  suite 
chacun  des  autres  termes,  a  une  limite  pour  £  =  0,  et  il  vient 

(10)  o<I>=  /  'f(s)ùnds  -^  AQ(so)ono^  Ai{so)on--h...-^  \p{so)on^PK 

[\  nous  arrivera,  dans  la  suite,  de  mettre  la  variation  d'une  fonction 
de  lignes  sous  une  des  formes  (9)  ou  (10),  en  vertu  d'une  inégalité  de 
la  forme  (8). 

Il  résulte,  des  formules  (9)  et  (10),  que  0$  ne  tend  pas  nécessaire- 
TTient  vers  zéro  quand  la  courbe  C  tend  versC.  Si,  en  effet,  nous  suppo- 
sons que  On  tende  uniformément  vers  zéro,  la  courbe  C'tend  vers  C  ;  il 
peut  arriver  qu'en  même  temps  on'^  et  les  dérivées  d'ordres  plus  élevés 
ne  tendent  pas  vers  zéro,  et  alors  0$  ne  tend  pas  vers  zéro  en  général. 

Ceci  nous  amène  à  préciser  la  notion  de  voisinage  des  courbes  C 
et  C'(*).  Nous  dirons  que  ces  deux  courbes  ont  un  voisinage  cV ordre p.^ 

(  ')  Voir  J.  Hadamard,  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations  (p.  48  et  suiv.). 

L.  3 
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si  on  et  ses  dérivés  jusqu'à  l'oiclie  p  tendent  uniformément  vers 
zéro. 

Nous  dirons  que  la  fonction  $  a  une  continuité d'ord/e p,  si  sa  varia- 
tion entre  les  courbes  C  et  C  est  infiniment  petite  toutes  les  fois  que  C 
et  C  ont  un  voisinage  d'ordre  p.  Ainsi  une  fonction,  dont  la  variation 
est  de  la  forme  (lo),  a  une  continuité  d'ordre/;.  Les  fonctions  qui  ont 
une  continuité  d'ordre  p  forment  un  ensemble  d'autant  plus  vaste 
que  y?  est  plus  grand.  La  continuité  la  plus  parfaite,  c'est-à-dire  celle 
qui  impose  le  plus  de  restrictions  à  la  fonction  considérée,  est  la  conti- 
nuité d'ordre  zéro. 

Il  sera  nécessaire,  dans  la  snite,  de  faire  sur  les  fonctions  étudiées  des 
hypothèses  assez  restrictives.  Toutes  les  fois  que  nous  n'aurons  aucune 
raison  de  supposer  le  contraire,  nous  admettrons  que  ces  fonctions 
ont  une  continuité  d'ordre  zéro  et  que  leur  variation  est  de  la 
forme  (3). 

Il  peut  arriver  que,  dans  la  définition  d'une  fonction  de  la  ligne  C,  un 
point  particulier  delà  courbe  joue  un  rôle  spécial.  Lorsque  cela  se  pro- 
duira, nous  admettrons  que  la  fonction  considérée  a  une  continuité 
d'ordre  fini  et  que  sa  variation  est  de  la  forme  (lo). 

11  peut  arriver  aussi  qu'il  y  ait  plusieurs  points  de  la  courbe  mis  en 
évidence  dans  la  définition  de  la  fonction  étudiée;  nous  admettrons, 
dans  ce  cas,  qu'il  faut  introduire,  pour  chacun  des  points,  des  termes 
analogues  à  ceux  de  la  formule  (lo). 

9.  Les  équations  intégro-différentieUes .  —  Dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable,  lanotionde  dérivée  conduit  à  étudier  le  problème 
de  la  détermination  d'une  fonction  connaissant  sa  dérivée,  ou,  d'une 
manière  plus  générale,  connaissant  une  relation  quelconque  entre  cette 
fonction,  sa  dérivée,  et  la  valeur  correspondante  de  la  variable,  c'est- 
à-dire  une  équation  différentielle  vérifiée  par  cette  fonction. 

De  même,  la  notion  de  dérivée  des  fonctions  de  lignes  nous  conduit 
à  considérer  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  une  fonction  d'une 
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ligae  C  et  sa  dérivée.  Comme  cette  dérivée  dépend  à  la  fois  de  la  ligne  C 
et  d'un  point  M  de  cette  courbe,  la  forme  de  cette  relation  dépendra 
en  général  de  la  ligne  C  et  du  point  M.  Nous  pouvons  donc  écrire  une 
telle  relation  sous  la  forme 

*.(^)=/c(^,M), 
ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3),  sous  la  forme  équivalente 

(il)  •         o<I>  ^  /  /c(^,  y\)onds. 

•Je 

Si  la  fonction  $  dépend  non  seulement  de  la  ligne  C,  mais  de  cer- 
tains paramètres,  par  exemple  de  deux  points  A  et  B,  la  forme  de  la 
fonction /dépendra  aussi  des  points  A  et  B.  Nous  dirons,  dans  ce  cas, 
que  les  points  A  et  B  figurent  qoïmxïç paramètres ^dius  l'équation  (i  i  ). 

Il  peut  arriver  que  la  fonction^dépende  aussi  des  dérivées  de  ^  par 
rapport  aux  coordonnées  de  A  et  B,  ou  bien  encore  des  valeurs  de  <1>  ou 
de  ces  dérivées,  quand  on  remplace  un  des  points  A  et  B  par  M.  La 
nature  de  l'équation  (ii)  est  alors  modifiée.  Il  n  est  plus  possible 
d'étudier  la  fonction  $  pour  un  système  de  détermination  des  points  A 
et  B  indépendamment  des  autres.  Nous  dirons,  dans  ce  cas,  que  A  et  B 
figurent  essentiellement  dans  l'équation  considérée. 

Des  équations  de  cette  nature  ont  été  rencontrées,  pour  la  première 
fois,  par  M.  Hadamard,  qui  leur  a  donné  depuis  le  nom  d'équations 
intégro-différentielles .  Elles  présentent,  en  effet,  une  grande  analogie 
avec  les  équations  auxquelles  M.  \  olterra  a  donné  le  même  nom.  Cette 
analogie  se  met  bien  en  évidence  en  considérant,  non  pas  l'ensemble 
de  toutes  les  courbes  du  plan,  mais  une  famille  de  courbes,  telle  que,  par 
chaque  point  M  d'une  certaine  région,  il  en  passe  une  et  une  seule; 
$  peut  être  alors  considéré  comme  une  fonction  du  point  M,  et  l'équa- 
tion (Ti)  devient  identique  à  celles  qu'a  étudiées  M.  Volterra. 

Nous  avons  déjà  parlé  de  Xa  fonction  de  Green  gl,  qui  est  une  fonc- 
tion de  deux  points  A  et  B  et  du  contour  C.  En  appliquant  la  formule 
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de  Green  aux  fonctions  de  Green  relatives,  l'une  à  une  ligne  C  et  un 
point  A,  l'autre  à  une  ligne  Cl  très  voisine  de  C  et  un  point  B,  M.  Ha- 
damard  a  obtenu  la  formule  (*) 

(,2)  og„=-l   ——onds, 

dans    laquelle    -j-    désigne   la  dérivée   prise  suivant  la  normale  à  la 

courbe  C  au  point  M. 

Nous  appellerons  cette  équation  équation  intégro-différentielle  de  la 
fonction  de  Green.  Il  faut  remarquer  qu'une  fonction  de  lignes  vérifie 
uue  infiuité  d'équations  iatégro-différentielles,  de  même  qu'une  fonc- 
tion d'une  variable  vérifie  une  infinité  d'équations  différentielles.  Mais, 
une  fonction  d'une  variable  ne  vérifie  qu'une  seule  équation  difïéren- 
tielle  où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante.  De  même  une  fonction 
de  lignes  vérifie  rti^/?Ztf^^  une  équation  intégro-différentielle,  dans  laquelle 
le  coefficient  de  8/^  ds  ne  dépende  pas  de  la  forme  de  la  courbe  C  en 
dehors  du  point  M. 

M.  Hadamard  a  de  même  formé  l'équation  intégro-différentielle  de 
la  fonction  de  Neiimaun,  que  nous  étudierons  plus  loin.  Il  a  aussi 
formé  celle  de  la  fonction  G^,  aualogue  à  la  fonction  de  Green,  qui 
intervient  dans  le  problème  de  l'équilibre  des  plaques  élastiques 
encastrées  (^).  Gette  équation  est 

(.3)  aG,l=.  ^A,,G^,AMGî,'3/^^.■, 

Ajj  désignant  la  somme  des  dérivées  secondes  par  rapport  aux  coor- 


(')   Voir  Comptes  rendus  (9  février  iQoS)  et  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations  (p,  3o3 
et  suiv.).  —  t^ar  l'iiilroduction  du  facteur  — -  (ou  -, —  dans  le  cas  de  l'espace)  dans  la  défl- 

271  4t^ 

nltion  usuelle  de  la  fonction  de  Green,  on  peut  faire  disparaître  le  facteur  2  tt  (ou  [\t,)  qui 
intervient  dans  la  formule  indiquée  par  M.  Hadamard. 

(-)  Voir  Mémoires  présentés  à  l' Académie  des  Sciences  (t.  XXXIII). 
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données  du  point  M.  On  déduit  de  cette  équation 

8A^  A„  G,^=  /  ^J,  Aj,  GjÎ  A„  A„  G]l  on  ch. 

La  fonction  A^  A^  G^  est  donc  une  solution  de  l'équation  intégro- diffé- 
rentielle très  simple 


(.4)  o^t=  fn^]i 


ds. 


M.  Hadamard  a  déduit  des  fonctions  de  Green  et  de  Neumann  deux 
autres  solutions  de  cette  équation,  qu'on  rencontre  ainsi  dans  des 
questions  assez  diverses  de  physique  mathématique.  Nous  la  rencon- 
trerons plusieurs  fois  dans  la  suite  de  ce  travail  et  nous  l'appellerons 
l'équation  de  M .  Hadamard. 

9.  La  notion  d'intégrabilité.  —  M.  Hadamard  n  montré  le  parti 
qu'on  peut  tirer  de  l'équation  (i  |)  pour  l'étude  des  fonctions  qui  la 
vérifient.  Considérons  une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  para- 
mètre. Si  la  fonction  $g  est  connue  pour  l'une  d'elles,  et  si  sa  valeur  est 
inférieure  à  un  nombre  fixe  quels  que  soient  les  points  A  et  B,  on  peut, 
par  des  approximations  successives,  obtenir  cette  fonction  pour  les 
autres  courbes  de  la  famille  considérée. 

Ce  résultat  peut  être  étendu  à  des  équations  intégro-différentielles 
quelconques  La  convergence  des  approximations  n'est  pas  toujours 
certaine;  mais  la  fonction  vérifiant  une  équation  intégro-différentielle 
donnée  et  prenant  pour  une  ligne  particidière  une  valeur  donnée,  est 
en  général  bien  déterminée  pour  toutes  les  lignes  de  la  famille  consi- 
dérée. Cela  paraît  du  moins  bien  vraisemblable,  puisqu'on  peut 
représenter  la  fonction  inconnue  par  une  série  de  Taylor  dont  tous 
les  coefficients  sont  connus. 

Si,  au  lieu  de  considérer  une  famille  de  courbes  dépendant  d'un 
paramètre,  nous  considérons  l'ensemble  des  courbes  planes,  il  se 
présente  une  difficulté.  Supposons  toujours  que  nous  connaissions  la 
valeur  de  la  fonction  étudiée  pour  une  ligne  C^  et  que  nous  cherchions 
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sa  valeur  pour  une  autre  ligne  C,.  Il  faut  choisir  une  famille  de  courbes 
variant  d'une  manière  continue  entre  C^  et  C,.  Ce  choix  peut  être  fait 
d'une  infinité  de  manières,  et  le  résultat  obtenu  peut  dépendre  du 
choix  fait.  S'il  en  dépend  effectivement,  c'est  qu'il  n'existe  pas  de 
fonction  de  lignes,  vérifiant  l'équation  donnée  quel  que  soit  le  mode  de 
déformation  de  la  ligne  considérée,  et  prenant  la  valeur  donnée  pour 
la  ligne  Cj,. 

Dans  le  cas  considéré  par  M.  Hadamard,  cette  difficulté  ne  se  pré- 
sentait pas,  parce  qu'il  s'agissait  d'étudier  une  fonction  dont  l'existence 
était  connue  a  priori.  Mais  si  l'on  forme  une  équation  intégro-difié- 
rentielle  d'une  manière  quelconque,  et  qu'on  cherche  une  solution  4> 
de  cette  équation  ayant  une  valeur  initiale  donnée,  le  problème  n'aura 
pas  toujours  de  solution. 

La  condition  pour  qu'il  en  ait  est  facile  à  former.  Considérons,  en 
effet,  une  famille  de  courbes  C  dépendant  de  deux  paramètres  \  et  fx. 
Une  fonction  $  de  ces  courbes  est  une  fonction  de  X  et  rx,  et  l'équation 
intégro-difï'érentielle  étudiée  donne  le  moyen  de  calculer  ses  dérivées 
par  rapport  à  \  et  |x.  Il  faut  évidemment  qu'on  ait 

d    d<i}  _    ô   d^^ 

et  cela  quelle  que  soit  la  famille  de  courbes  considérée. 

Réciproquement  cette  condition  est  suffisante.  Si,  en  effet,  deux 
familles  de  courbes  distinctes  variant  d'une  manière  continue  de  C„  à  C, 
nous  conduisent  à  deux  valeurs  différentes  de  la  fonction  pour  la 
courbe  C,,  il  sera  possible  de  trouver  une  famille  de  courbes  dépen- 
dant de  deux  paramètres  a  et  [x.  d'une  façon  continue  et  contenant 
toutes  les  courbes  des  deux  familles  précédentes.  Il  n'existera  pas  de 
fonction  de  a  et  fx  admettant  les  dérivées  -^^  et  -r-  calculées  d'après 
l'équation  donnée,  et  alors  la  condition  (i5)  ne  sera  pas  vérifiée. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

Il  peut  arriver  que  l'équation  (i  5)  soit  vérifiée  identiquement.  Nous 
dirons  dans  ce  cas  que  l'équation  étudiée  est  complètement  intégrable. 
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On  peut  alors  choisir  comme  valeur  initiale  de  la  fonction  <5  une  valeur 
quelconque.  Si  la  fonction  $  est  simplement  une  fonction  de  la  ligne  C, 
les  solutions  de  l'équation  étudiée  dépendent  d'une  constante  arbi- 
traire. Si  cette  fonction  dépend  en  outre  d'un  certain  nombre  de  para- 
mètres, les  solutions  de  l'équation  étudiée  dépendent  d'une  fonction 
arbitraire  de  ces  paramètres. 

Il  peut  arriver  qu'en  écrivant  que  l'équation  (i5)  est  vérifiée,  pour 
une  courbe  C,  quelle  que  soit  la  manière  dont  cette  courbe  se  déforme 
quand  À  et  a  varient,  on  obtienne  une  ou  plusieurs  relations  que 
doive  vérifier  la  fonction  $.  Les  solutions  de  l'équation  étudiée  devront 
alors  être  cherchées  parmi  les  valeurs  de  $,  s'il  en  existe,  qui  vérifient 
ces  relations.  Mais  une  telle  valeur  ne  donnera  pas  nécessairement  une 
solution,  car  il  peut  arriver  que  ces  relations,  vérifiées  pour  une  ligne  C, 
ne  le  soient  plus  pour  les  lignes  voisines.  Une  étude  spéciale  est 
nécessaire  dans  chaque  cas. 

Cette  circonstance  est  analogue  à  celle  qui  se  présente  dans  l'étude 
des  équations  aux  différentielles  totales.  Si  la  condition  d'intégrabilité 
d'une  telle  équation  n'est  pas  vérifiée  identiquement,  elle  définit  une 
ou  plusieurs  fonctions,  parmi  lesquelles  on  devra  chercher  les  solutions 
de  l'équation  proposée.  Mais,  en  général,  aucune  d'elles  ne  vérifie  cette 
équation. 

10.  Le  présent  travail  a  pour  objet  l'étude  des  équations  intégro- 
différentielles  au  point  de  vue  de  leur  intégrabilité. 

Le  Chapitre  1  est  consacré  à  l'étude  des  dérivées  d'ordres  supérieurs 
des  fonctions  de  lignes,  c'est-à-dire  des  fonctions  qui  figurent  dans 
l'expression  des  variations  seconde,  troisième,  . . . ,  etc.  des  fonctions  de 
lignes.  J'établis,  entre  ces  dérivées,  des  relations  qui  jouent  un  rôle 
important  dans  l'étude  des  équations  intégro-différentielles. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  l'étude  des  équations  de  la  forme 


0$^=  r/(<l>3\$i,$«,A,B,M)ô/iû^5, 
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et  à  la  recherche  des  équations  complètement  intëgrables  de  cette  forme. 
Il  y  a  trois  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  points  A  et  15  sont  des  para- 
mètres dans  cette  équation,  ou  qu'un  seul  de  ces  points  y  figure  essen- 
tiellement, ou  qu'enfin  tous  les  deux  y  figurent  essentiellement.  Dans 
le  premier  cas,  les  équations  obtenues  admettent  comme  solutions  des 
fonctions  de  lignes  représentables  par  des  intégrales  définies.  Il  en  est 
sans  doute  de  même  dans  le  second  cas,  que  je  n'ai  pas  pu  discuter 
complètement.  Dans  le  troisième  cas  au  contraire  on  trouve  des  équa- 
tions définissant  des  fonctions  de  lignes  nouvelles;  ces  équations  se 
réduisent  par  un  changement  de  fonction  inconnue  à  une  forme  qui 
contient  une  fonction  arbitraire  de  deux  points. 

Si  l'on  se  borne  aux  équations  dans  lesquelles  les  points  A  et  B 
jouent  le  même  rôle,  le  second  cas  disparaît  et  le  troisième  conduit  à 
une  équation  réduite  unique,  qui  est  celle  de  M.  Hadamard.  I^es  équa- 
tions obtenues  sont,  non  seulement  les  seules  pour  lesquelles  la 
condition  d'intégrabilité  soit  vérifiée  identiquement,  mais  même  les 
seules  pour  lesquelles  cette  condition  soit  vérifiée  par  toutes  les  fonc- 
tions symétriques  des  points  A  et  B. 

Dans  le  Chapitre  III,  après  quelques  remarques  générales,  j'étudie 
l'équation  intégro-différentielle  de  la  fonction  de  Green.  Cette  équation 
n'est  pas  complètement  intégrable.  Je  définis  toutes  ses  solutions  qui 
sont  analytiques  et  sans  singvdarité  dans  le  voisinage  du  contour,  et 
toutes  celles  qui  ont  la  même  singularité  que  la  fonction  de  Green.  Je 
montre  comment  on  peut  former  ces  fonctions  par  une  méthode 
d'approximations  successives  généralisant  une  méthode  due  à  M.  Hada- 
mard. Je  fais  ensuite  une  étude  analogue  pour  l'équation  intégro- 
difïérentielle  de  la  fonction  de  Neumann  (*). 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  de  l'équation  de  M.  Hadamard 
et  de  la  solution  Y*  de  cette  équation  que  l'on  rencontre  dans  l'étude 


(')  Les  principaux  résultats  contenus  dans  ces  trois  premiers  Chapitres  ont  été  publiés 
dans  les  Comptes  rendus  (i"^''  août  1910,  28  novembre  1910  et  aS  janvier  191 1). 
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des  plaques  élastiques  encastrées.  Je  montre  comment  on  peut  former 
la  partie  infinie  de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées,  et  comment  on 
peut  étendre,  aux  fonctions  ayant  la  même  singularité  que  W^  et  véri- 
fiant l'équation  de  M.  Hadamard,  la  méthode  d'approximations 
successives  du  Chapitre  précédent. 

J'étudie  ensuite  les  solutions  de  cette  équation  qui  jouissent  de  la 
propriété  de  se  reproduire,  à  un  facteur  constant  près,  si  l'on  remplace 
la  courbe  C  par  une  courbe  semblable,  et  les  points  A  et  B  par  ceux 
qui  leur  correspondent  dans  la  similitude  considérée.  Une  telle  fonction 
est  bien  définie  par  ses  valeurs  sur  le  contour,  si  sa  partie  non  ana- 
lytique dans  le  voisinage  du  contour  est  connue.  Les  valeurs  sur  le 
contour  doivent  vérifier  deux  équations  intégrales  non  linéaires,  que 
j'étudie  dans  le  cas  du  cercle.  Je  montre  qu'on  peut  déduire  de  cette 
étude  un  procédé  de  détermination  de  la  fonction  T*;  les  valeurs  de 
cette  fonction  sur  le  contour  vérifient,  outre  les  deux  équations  déjà 
indiquées,  une  troisième  équation  intégrale  qu'on  déduit  de  ce  que 
Yg  est  une  fonction  harmonique. 


CHAPITRE  1. 


11.  Avant  d'aborder  l'étude  des  dérivées  des  fonctions  de  lignes,  qui 
est  l'objet  de  ce  Chapitre,  faisons  quelques  remarques  sur  la  variation 
des  fonctions  qui  dépendent  d'une  courbe  plane  et  d'un  point  parti- 
culier de  cette  courbe. 

Soit  une  famille  de  courbes  planes  dépendant  d'un  paramètre.  Nous 
désignerons  par  (à)  celle  qui  correspond  à  la  valeur  a  du  paramètre. 
La  position  d'un  point  M  sur  la  courbe  (À)  sera  définie  comme  au  n*^  - 
L.  4 
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par  la  longueur  d'arc  s,  et  la  variation  de  cette  courbe  par  la  fonction 

dn    ,, 
o/i  =z  -—  c/A. 

Nous  aurons  plus  loin  à  considérer  des  expressions  de  la  forme 

l'intégration  étant  effectuée  le  long  de  la  courbe  Çk),  et  à  en  chercher 
la  variation  quand  X  varie.  Pour  faire  ce  calcul,  on  peut  supposer  qu'on 
ait  exprimé  s  en  fonction  d'un  paramètre  t  qui  varie  entre  des  limites 
indépendantes  de  'k;  on  appliquera  alors  sans  difficulté  la  formule  de 
dérivation  sous  le  signe  d'intégration. 

Sans  faire  figurer  explicitement  le  paramètre  t  dans  les  formules, 
nous  le  supposerons  toujours  choisi  de  manière  qu'à  une  même  valeur 
de  t  correspondent  quand  1  varie  des  points  situés  sur  une  trajectoire 
orthogonale  aux  courbes  ().).  ods  est  alors  la  variation  de  longueur 
d'un  arc  infiniment  petit  dont  les  extrémités  se  déplacent  normalement 
à  la  courbe  et  a  la  valeur 

(  I  )  0  ds  =  —  A  on  ds, 

k  étant  la  courbure  de  l'arc  considéré,  comptée  positivement  si  la  con- 
cavité de  la  courbe  est  tournée  vers  la  direction  positive  choisie  sur  la 
normale  et  négativement  dans  le  cas  contraire.  Dans  les  mêmes  con- 
ditions, ùfiM.)  a  une  valeur  bien  déterminée,  et  il  vient 


ou 


ol  =  f[^J'{M)  -  k/{M)on]  ds 


Supposons  maintenant  que  les  courbes  considérées  dépendent  à  la 
fois  de  X  et  d'un  autre  paramètre  [x,  et  qu'on  ait  à  dériver  l'exprès- 


r 


sion('2)  par  rapport  à  u.(*).  Définissant  la  dérivée  d'une  fonction  de  M  par 
rapport  à  a  comme  nous  avons  défini  la  dérivée  par  rapport  à  ).,  nous 

•1  /  .•        1-         n  .  0    dfy  M)     ,, 

avons  a  considérer  en  particulier  1  expression  -r-  -=^^= —  .  11  est  important 

,,    ,  ;  .  d  dfiW\    ^  à   âf(\\)        ^  ''11 

d  observer  que  Les  expressions  -r — —^i — -  et  -^  -^ —  ont  en  gênerai  des 

valeurs  différentes. 

Pour  le  voir,  faisons  d'abord  varier  X  ;  le  point  M  se  déplaçant 
ortliogonalement  aux  courbes  considérées,  viendra  en  \,  sur  la  courbe 
(A-+-dA,  [/.);  si  ensuite  nous  faisons  varier  y.,  il  viendra  en  M,  sur  la 
courbe  ().  -f- rf).,  u. -h  r/u.).  Si  au  contraire  nous  faisons  varier  u. 
d'abord,  puis  X,  M  vient  en  N,  sur  la  courbe  (À,  an-r/a),  puis  en  M, 
sur  la  courbe  (À  -h  r/A,  y. -f-  r/'i.\  Les  points  M,  et  AI,  sont  en  général 
différents.  On  a 

â'ji      d\  efj.d'^ 

d  d/(M)  _        [yïM.->-/r\.^]-[/(X,^-.AM)] 

et  par  suite 

d  â/(M)       d  0/(M)  M.M^ 

Â 5=^ r 3 =y    1-"  '  '""  -r — 7—' 

âx        ÔK  ÔK        d-x  •/     ■•      ■  dnl'X 

•  I  t 

y^(M)  désignant  la  dérivée  de/"(M)  par  rapport  à  l'arec. 

Pour  calculer  M,  M,  il  suffit  de  projeter  sur  la  tangente  à  la  courbe 
(X,  ;jt.)  en  M  le  contour  M^N^MX^M.,.  M.Mj  étant  certainement  de 
l'ordre  de  grandeur  de  dldjL,  il  suffit  d'écrire  les  termes  en  dldiL;  il 
est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  que  les  termes  en  dl^  et  d'j^  sont  nuls. 
N,M  et  MX,  ne  donnent  aucun  terme  en  dj.d'L.  XgM,  a  pour  longueur 

Y  d\  et  fait  avec  la  direction  sur  laquelle  on  projette  l'angle  -  H-  -r-  d'^^'-, 

sa  projection   est    donc    — -y^ -^r/X^/u..    De    même   celle    de    M,X', 


(*)  Nous  supposons  que  les  courbes  considérées  aient  entre  elles  un  voisinage  d'ordre 
deux  au  moins,  de  manière  que  la  variation  de  k  soit  bien  définie. 


2  8  PAUL    lÉvY. 

est  ^-yr-dldiL.  La  valeur  principale  de  M,  M^  est  donc 

/  dn  dn'        dn  dn'\    ,,    , 

et  l'on  a  par  suite 

d    df{m)         d    d/(M)  _  (dn  on'        dn  On' \ 

^^  dix      ôl  ()l      â^i      ~*^   ^     ^  \dii.  â\        01   Ou.)' 

Donc,  les  dérivées  par  rapport  à  a  et  il  ayant  le  sens  précédemment 
défini,  leur  valeur  dépend  de  l'ordre  des  dérivations . 
Il  faut  remarquer  toutefois  qu'on  a 

0   On         0   On 
Cette  formule  n'est  pas  en  contradiction  avec  la  précédente,  car  n 

un 

n'a  aucune  signification  par  lui-même  et -jY  n'est  qu'une  notation.  Si 
l'on  appelait  ??  la  distance  des  deux  courbes  (a,  (jl)  et  ()v^,  u.^)  comptée 
sur  une  normale  à  la  première,  il  faudrait  remplacer  yr  par 


m 


'  .J)>i— ^-,  \>-i-~\>- 


Pour  établir  la  formule  (4),  appelons  P  (A,  1,  u.)  la  distance  d'un 

OP 
point  quelconque  A  à  la  courbe  (1,  [j.).  Nous  désignerons  par  y-  la 

dérivée  normale  de  P  quand  le  point  A  vient  en  M.  On  a  évidemment 


et  par  suite 


On 

aP(M,  ).,;.) 

01  ~ 

01         ' 

0    On 

J-P         On    0   0? 

Ou.  01 

0'}.  0[x       Ou.  0\  On 

^^      r)lViM,  X,,  a)  ,  1  •  1       1,  1        1  1 

Ur  — ^—- '—  représente  le  cosmus  de  1  angle  des  normales  aux 

courbes  (X,  a)  et  (X,,  a)  ;  sa  dérivée  par  rapport  à  1,  s'annule  pour 
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À,  =  Aj  et  par  suite 

d    dn  _         (?-P 
d'j.  d\  d\d\L 

ce  qui  démontre  la  formule  (4)-  On  peut  donc  sans  risque  d'erreur 
employer  la  notation  -t^-t;  • 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  dérivées  d'ordres  supérieurs.  Ainsi,  en 
faisant  intervenir  un  troisième  paramètre  v  et  en  appliquant  la  for- 
mule (3)  à  la  fonction  ^,  puis  en  permutant  ).  et  v,  on  trouve 

.„.  d     d'-n         dn  dn'  dn'         d     d'^n         dn  dn'  dn' 

d'jL  d\  &j  .     d'ji   dA    à/        d  A  du.  d^/       d\   du    d-^ 

d     d'-n         dn  dn'  dn' 


&f  d\  d'x        &f    dh    du 


12.  Considérons  une  fonction  $  de  la  courbe  C,  et  supposons 
que  sa  variation  soit  de  la  forme  considérée  par  M.  Volterra.  Si  la 
courbe  C  dépend  d'un  paramètre  À,  on  a  donc 

(6)  ,         ^=f^.is>ps. 

Considérons  la  variation  de  $,  (s)  lorsque  la  courbe  C  se  déforme  et 
que  le  point  M  se  déplace  normalement  à  cette  courbe.  Conformément 
à  ce  qui  a  été  dit  paragraphe  7,  nous  admettrons  qu'on  a 

(7)  o<P,{s)=  I  ^^^^{s,s,)on,dst-hAoon  +  \^rJn'-\-...-{-Apon(P\ 

en  appelant  o/^^  et  s,  les  valeurs  de  on  et  s  correspondant  à  un  point  M, 
quelconque  de  la  courbe  C.  Les  coefficients  A,,  A,,  ...,  A^  sont 
naturellement  des  fonctions  de  s.  Nous  allons  voir  que  ces  fonctions 
et  la  fonction  <^,  ,(j,  j,)  ne  sont  pas  des  fonctions  quelconques  ('}. 

(')  Des  considérations  analogues  se  trouvent  dans  une  Note  de  M.  Hadamard.  Sur  les 
dérivées  dei  fonctions  de  lignes  {Bull,  de  la  Soc.  math.,  1902).  Mais  les  dérivées  consi- 
dérées dans  ceUe  Note  sont  les  dérivées  ^'^^  et  O^.  au  sens  de  M.  Volterra,  de  sorte  que  les 
résultats  sont  un  peu  différents  de  ceux  que  nous  allons  obtenir. 
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Si,  en  effet,  la  courbe  C  dépend  de  deux  paramètres  \  et  [j.,  on  doit 

avoir 

0   (Hi  _    â  <)^ 
^    ^  di>.  ÔA  ^  dh  d^  ' 

Or,  en  dérivant  la  formule  (6)  et  en  tenant  compte  de  la  formule  (2), 

il  vient 

_,,  d    d^         r^<^,(5)  On    .  C ,    ,   J  O-n  ,  on  ()n\    , 

^     '  à'j.  âl        1^       â<j.       à  A  /       ^  ^{âAÔ'j.  âk  ou.  J 

La  deuxième  intégrale  ne  dépendant  pas  de  l'ordre  des  dérivations, 
il  doit  en  être  de  même  de  la  première,  ce  qui  donne 

/    \  r  r ^      ,  (an  an ,        dn  dn^\    ,     , 

en  posant 


Les  deux  intégrales  de  la  formule  (9)  sont  nulles  séparément.  Si,  en 

effet,  nous  prenons  pour  tt  et  -r-  des  fonctions  telles  qu'en  tout  point 

de  la  courbe  G  l'une  au  moins  s'annule,  de  sorte  que  leur  produit  soit 
nul  sur  toute  la  courbe,  l'intégrale  simple  étant  nulle,  l'intégrale  double 
doit  l'être  aussi,  ce  qui  donne 


// 


et  par  suite 

(10)  •  <I),,,(.S',  5,)  =  <I^.,)(5,,5). 

L'intégrale  double  est  donc  nulle  quelles  que  soient  les  fonctions  -^ 

et  j-  et  l'intégrale  simple  doit  l'être  aussi.  Ce  fait  peut  s'exprimer  en 
disant  que  l' expression  différentielle  E  est  identique  à  son,  adjointe  (*). 

(*)    Totr  Darboux,  Théorie  des  surfaces  {i.  Wfi^.  iio). 
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Il  est  facile  de  former  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  fonc- 
tions A  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  A,  peut  évidemment  être  une  fonction 
quelconque.  La  condition  obtenue  s'écrit,  par  une  intégration  par 
parties, 

Cette  intégrale  étant  nulle  quels  que  soient  -r-  et  ^  ,  les  coefficients 
des  diverses  dérivées  de  ^-  sont  tous  nuls.  Considérons  d'abord  celui 

de  — j^—  :  il  vient 

[(_,);'_,]A^=o, 

ce  qui  montre  que  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  qui  figure  dans 
l'expression  E  est  d'ordre  pair.  En  emplovant  une  expression  définie 
au  paragraphe  7,  on  peut  dire  que  la  fonction  $,(^)  a  une  continuité 

cCoi  cire p(ur  ('). 

Egalant  à  zéro  les  coefficients  des  autres  dérivées  de  ^r-  dans  la  for- 

mule  (il),  on  a,  en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  des  fonc- 
tions A  :  . 


-V.=/^A   -A 


P      -^/»-«» 


(.2) 


a.-.  =  ^^a;-(^-.)a,_,  +  a,.., 


A  _P(P-'HP—V    yr  {p-l)(p—2)  ^, 

A^_3  _ ^. A^ A^^,  -L-{p—2)  A^_,  —  Ap_  3, 


Si  A^,  A^2,  ....  A,  sont  connus,  les  équations  de  rang  impair  de  ce 


(*)  Le  résultat  obtenu  par  M.  Hadamard  est  que  les  dérivées  $j.  et  ^  ne  peuvent  pas 
avoir  une  continuité  d'ordre  zéro,  en  d'autres  termes  que  leur  variation  contient  nécessai- 
rement un  terme  en  on'.  Gela  se  déduit  du  résultat  obtenu  ici.  Si,  en  effet.  Tordre  de  conti- 
nuité de  ^j.  ou  *b'^  était  nul,  les  formules  (4)  de  l'introduction  montrent  que  $i  aurait  une 
continuité  d'ordre  ui,  ce  qui  n'est  pas  possible. 
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système  déterminent  parfaitement  A^_,,  A^_3,  .  . . ,  A,.  Je  dis  qne  les 
équations  de  ran^  pair  n'imposent  aux  fonctions  A  aucune  condition 
distincte  des  précédentes,  c'est-à-dire  qu'o/i  peut  clioislr  arbitraire- 
ment A  p,  A^_2,  ...,  A^. 

Il  suffit  évidemment  de  montrer  que  A^  est  quelconque.  On  formera 
de  même  une  expression  différentielle  d'ordre  p —  2,  identique  à  son 
adjointe,  où  A^_2  soit  arbitraire,  une  autre  d'ordre/;  —  4 5  où  A^_^,  soit 
arbitraire,  et  ainsi  de  suite.  En  ajoutant  ces  différentes  expressions, 
on  vérifiera  le  résultat  énoncé. 

Pour  montrer  que  A^  est  arbitraire,  considérons  la  fonction 


^=\  l\k^''Yf{^^)ds, 


où  ¥''^  désigne  la  dérivée  d'ordre  q  par  rapport  à  s  de  la  courbure  Â\En 
appelant  9  l'angle  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C  avec  l'axe  des  œ, 
on  a 

se  =  5/i', 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  formule  (  1  ) 

(i3)  ok  =  o-r  =  -i i-r-  =  '^'^  +  f^'  '^'h 

^      '  as         as  ds- 

et  d'une  manière  générale 

(i4)  ÔA-('/)  =  o/i(v+:i)-f-..., 

les  termes  non  écrits  ne  contenant  que  des  dérivées  de  Zn  d'ordre  infé- 
rieur à  ^  -f-  2.  On  trouve  alors  aisément  que 


3<ï> 


=  A(-  i)''/''"^"*""/(M)  +. . .]  on  ds, 


les  termes  non  écrits  ne  contenant  que  des  dérivées  de  k  d'ordre  infé- 
rieur à  2  ^H-  2.  La  variation  du  coefficient  de  on  ds  est  alors  une 
expression  différentielle  d'ordre  2  </ -f-  j?  identique  à  son  adjointe,  où 
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le  coefficient  de  o//^**"^*^  est 

(-i)ViM). 

Il  est  donc  arbitraire,  ce  qui  démontre  le  résultat  annoncé  dès  que p 
est  au  moins  égala  4-  Or  pour  yj  =  2,  il  est  évident,  car  le  système  (12) 
se  réduit  à  deux  équations,  dont  la  première  est 

(.5)  a,  =  a:, 

et  dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première.  Le  résultat  annoncé 
est  donc  établi  dans  tous  les  cas. 

Ce  résultat  sera  utile  pour  former  les  conditions  d'intégrabilité  des 
équations  intégro-différentielles,  en  évitant  de  recommencer  dans 
chaque  cas  des  transformations  qui  viennent  d'être  faites  d'une  manière 
générale. 

D'après  ce  qui  a  été  vu  au  paragraphe  9,  ces  conditions  d'intégrabi- 
lité  s'obtiennent  en  écrivant  qu'on  a 

à   0^  _  à  d(^ 
dix  dA        d\  âiL 

Or  les  conditions  que  nous  venons  de  trouver  sont  équivalentes  à 
cette  équation.  Il  suffît  donc,  pour  former  les  conditions  d'intégrabi- 
lité  d'une  équation  intégro-différentielle,  de  la  résoudre  par  rapport  à 
la  dérivée  ^,  (j),  de  mettre  0  $,  (<y)  sous  la  forme 

0^,(5)=   /  4>,,,(5,  5,)o/J,  ds^-r-  AoO/J  -f- A,  0/i  +...— ApOn'v»', 

et  d'écrire  : 

1°   Que  ^,  ,  (j,  s,)  est  une /onction  symétrique  de  s  et  de  s  ^\ 
Q.^  Que  p  est  pair,  et  que  les  équations  de  rang  impair  du  sys- 
tème (12)  sont  vérifiées.  Si  p  =  0,  ce  système  ne  contient  aucune  équa- 
tion .  Si  p  =  2  //  se  réduit  à  V unique  équation  (i  5). 

Nous  appellerons  dans  la  suite  ces  deux  groupes  de  conditions  la 
L.  5 
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première  et  la  seconde  conditions  d'iiitëgrahilitë  relatives  à  l'équation 
étudiée. 

Si  au  lieu  d'admettre  que  la  variation  de  ^t{s)  est  de  la  forme  (7), 
on  avait  admis  une  forme  analogue  à  l'expression  (9)  du  paragraphe  7, 
les  résultats  précédents  seraient  encore  exacts,  mais  les  égalités  (12) 
devraient  être  considérées  comme  vraies  à  la  limite  seulement. 

15.  Avant  d'appliquer  ces  résultats  à  l'étude  des  équations  inté- 
gro-différentielles,  nous  allons  voir  comment  on  peut  obtenir  des  rela- 
tions analogues  entre  les  dérivées  d'ordres  supérieurs.  La  variation  de 
la  dérivée  $,  (.y),  mise  sous  la  forme  (7),  a  conduit  à  introduire  de  nou- 
velles fonctions  $,^,,  A^,  ..  .,  A^,  qu'on  peut  appeler  les  dérivées  se- 
condes de  la  fonction  de  lignes  ^I».  De  la  même  manière,  on  peut  définir 
les  dérivées  troisièmes  de  cette  fonction,  et  ainsi  de  suite.  Il  existe 
entre  ces  diverses  fonctions  des  relations  que  nous  allons  former  dans 
le  cas  oïL  p  =  o^  c'est-à-dire  dans  le  cas  oii  les  dérivées  secondes  se 
réduisent  aux  deux  fonctions  $,  ,  [s,  s^)  et  Ao(,5").  Nous  désignerons 
dans  la  suite  cette  dernière  fonction  par  $2  W- 

Pour  former  les  relations  qui  existent  entre  les  dérivées  d'ordre  /?,  il 
suffit  de  raisonner  sur  les  dérivées  d'ordre  n  —  2  comme  nous  avons  rai- 
sonné jusqu'ici  sur  la  fonction  ^I>  elle-même. 

Considérons  d'abord  la  fonction  î\(^).  D'après  la  formule  (3),  on 
doit  avoir 

^'    ^  d^  ~~()}.  Jk    ~df~  ^  TH-       ^'  \à^.  ~âl  ~  Jk  Ihl)' 

Or  on  a 

r>I),(5)=    /    «I),,,(.V,A,)ô/i,f/A-,  +  fI)3(A-)o/i, 

et,  d'après  les  principes  exposés  paragraphe  7,  on  peut  poser 

(17)  o<I>o(5)=  /  ^K,,(.v,  .v,)o/i,  ds^-hBo{s)on  +  \^,{s)on'-h.... 
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La  variation  de  $,  ,  (.?,  s,)  contiendrait  de  même  une  intégrale  et 
des  termes  dépendant  des  valeurs  de  on  et  de  ses  dérivées  aux  points 
M  et  M,. 

L'équation  (i6)  contient  donc  une  intégrale  double,  une  intégrale 

simple,  et  des  termes  ne  dépendant  que  des  valeurs  des  fonctions  -j^,-J^ 

et  de  leurs  dérivées  au  point  M.  Xous  pouvons  annuler  ces  derniers 
termes  indépendamment  des  autres.  Il  suffit  pour  le  voir  de  donner 

à  ^  et  ^  des  valeurs  nulles  sauf  dans  un  intervalle  très  petit  compre- 

nant  le  point  31.  Il  vient  ainsi 

/  o\  dnf^dn        _    du'  \       àn/^   dn       _    dfi'  \ 

_  d^  rdn_  dn'        ân^  dn'\ 
ds   \d'j.  âl        âX   à'j.  )^ 

et  comme  les  valeurs  de  y ,  -r-  et  de  leurs  dérivées  au  point  M  sont 
quelconques,  c'est  qu'on  a 

Quant  à  la  fonction  B,,  /~ ,  elle  peut  être  quelconque,  et  nous  la  dési- 
gnerons par  ^,  (s).  On  a  donc 


8* 


.{s)=  I  *2,i  {s,  Si )  5/1,  dsi  -h  $j (s)  on  —  -f^i  (*)  ^n' . 


La  variation  de  ^3(^)  contiendra  de  même  un  terme  ^^on  ;  on  défi- 
nit de  même  une  fonction  $5(j),  et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  géné- 
rale, cherchons  ce  que  sera  la  variation  de  ^i{s).  Posons 

h^i{s)=  I  */^,(5,5,)5/i,^,  +  Bo(5)o/i-t-B,(5)o/i'H-..., 

et  raisonnons  sur  $■_,  <s)  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  $,.  Xous 
arrivons  à  une  équation  analogue  à  l'équation  (i  8),  linéaire  par  rapport 
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aux  fonctions  B,  les  coefficients  étant  les  mêmes  que  dans  l'éqnation 
(i8).  B^  est  donc  encore  une  fonction  arbitraire,  que  nous  désignerons 
par  ^■_^^  (y),  tandis  que  les  antres  fonctions  B  sont  parfaitement  déter- 
minées en  fonction  de  <I>,  (s),  ^^\{s'),  .  . . ,  ^I\(v).  Mais  les  valeurs  ainsi  dé- 
terminées ont  une  expression  moins  simple  que  celles  que  nous  avons 
obtenues  pour  1=  2,  car  les  termes  indépendants  des  inconnues  B  qui 
figurent  dans  l'éqnation  considérée  sont  moins  simples  qne  ceux  qui 
figurent  dans  l'équation  (18). 

Pour  obtenir  ces  valeurs,  an  lieu  de  faire  le  calcul  d'après  cette 
équation,  nous  allons  considérer  des  fonctions  simples  de  lignes  pour 
lesquelles  les  dérivées  ^l\{s),  ^I^aGO'  •••  '  ^1^(0  aient  des  valeurs  arbi- 
traires pour  un  contour  particulier  C.  L'expression  des  coefficients  B 
obtenue  dans  le  cas  de  ces  fonctions  sera  certainement  générale. 

Ces  fonctions  sont  les  fonctions  du  premier  degré  au  sens  de  M.  Vol- 
terra,  dont  il  a  été  question  paragraphe 4.  ^1\  (,y)  est  alors  une  fonction 
du  point  M,  indépendante  de  la  courbe  C,  que  nous  désignerons 
par  9 (M).  On  a  d'une  manière  générale 

en  désignant  par  y-  une  dérivée  prise  normalement  à  la  courbe  C. 
Or  la  variation  de  — ,  )...,   -  se  calcule  aisément.  Elle  provient  à  la 

fois  de  ce  que  le  point  M  se  déplace  et  de  ce  que  la  direction  de  la  nor- 
male change.  On  trouve 

ù — — LA— i  —  — '/  .   '  on  —  il  —  i)     ,    .'  .\     6/r, 

en  désignant  par  y  la  dérivée  prise  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la 
tangente  à  la  courbe  C.  jMais  pour  revenir  à  la  notation  <I>^  (,v),  il  faut 
faire  intervenir  la  dérivée  y  prise  en  supposant  que  le  point  M  se  dé- 
place sur  la  courbe  C  et  qu'en  même  temps.la  direction  du  tourne  de 
manière  à  rester  normale  à  la  courbe.  En  désignant  comme  piécédem- 
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ment  par  k  la  courbure  de  la  courbe  au  poiut  M,  les  dérivées  y  et 
j-  sont  liées  par  la  relation 

d'où  l'on  tire 

d_  d'cp(M)  _  d  ()''^('M)  d  r)'-'  .p(M) 


Définissant  alors  la  notation -T- $,(^),  qui  n'a  aucun  sens  par  elle- 
même,  par  la  formule 

^'9^        h^'+*  ^'^  ^7rs^'+'  (^)-^  ^''^  *'•(*) 

on  obtient   la  formule,   valable  pour  toutes  les  fonctions   de  lignes 
considérées, 

^i,^(s,s^)on^ds^  +  $/^,  (.s)o/?  —  («  —  0^^'-«  (^)5«- 

14,  Il  est  maintenant  facile  d'étudier  la  variation  d'une  dérivée 
quelconque.  En  généralisant  les  notations  déjà  employées,  nous  serons 
conduits  à  considérer  des  fonctions  $  affectées  de  plusieurs  indices. 
La  fonction  $„„«,...,«.  {s^,  s^,  ...,  s-)  étant  supposée  définie,  nous 
poserons 

(21)       0<I>„,_„^....„_    (5,,52,  ...,Si)=   I    $„__„, „__,(5,,52.   ....5/+,  )0/?/+,  ^5/+, 


les  termes  non  écrits  étant  des  termes  en  ori^,  onl,  . . .,  etc.  que  nous 
formerons  plus  loin.  Cette  formule  définit  les  fonctions  $  qui  figurent 
au  second  membre. 
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Il  faut  d'abord  dérfiontrer  que  cette  définition  est  exempte  de  con- 
tradiction. En  effet,  une  même  fonction,  *^a„n,{s^,  s^)  par  exemple, 
se  trouve  définie  une  fois  en  partant  de  <5«,-i,«,  (s^,  s^)  et  une  autre 
fois  en  partant  de  iK,„a,-i  (v,,  s^).  Il  faut  montrer  que  les  deux  fonc- 
tions obtenues  sont  identiques.  En  appelant  dérivation  l'opération  qui 
consiste  à  déduire  de  la  fonction  qui  figure  au  premier  membre  de  la 
formule  (21)  une  de  celles  qui  figure  au  second  membre,  cela  revient 
à  dire  que  V ordre  des  dérivations  n  influe  pas  sur  le  résultat  final.  Il 
suffit  évidemment  de  démontrer  qu'on  peut  intervertir  deux  dérivations 
consécutives. 

Ce  même  nom  de  dérivation  désigne  d'ailleurs  plusieurs  opérations 
distinctes.  En  employant  une  notation  analogue  à  la  notation  différen- 
tielle pour  les  dérivées  ordinaires,  et  en  appelant  0(J■^^  l'élément  d'aire 

on^_^^  dsi^^,  on  est  conduit  à  appeler  dérivation  -. l'opération  qui 

consiste  à  former  la  fonction  qui  figure  dans  l'intégrale  de  la  formule 

d 
(21),  et  dérivation  -^ —  celle  qui  consiste  à  former  le  coefficient  de  0/?^. 

Nous  appellerons  de  même  dérivation  y^  ou  y^  l'opération  qui  con- 
siste à  former  le  coefficient  de  0  n',^  ou  0  ri',^. 

i*^  Démontrons  d'abord  que  les  opérations  y  et  -^ —  sont  permuta- 
bles. A  cet  effet  considérons  la  fonction  ¥(^",  s^  )  de  la  ligne  C  et  de  s  et 
s^.  On  pourrait  sans  inconvénient  supposer  que  ces  fonctions  dépen- 
dent d'autres  valeurs  de  la  variable  s  ;  les  déterminations  de  -^  et 

-T-  que  nous  avons  à  considérer  étant  nulles  pour  ces  valeurs,  cela  ne 

changerait  rien  au  raisonnement  qui  suit. 
Posons 

3^F(5,  Si)  =  I  W,  (5,  5,,  50)  S/Zo  ds2  +  Aq  on  -+-  -Xq  0/?,  n-  A,  ô/i'  +  .  . . 

de 

S  A„(.V,  5,)  =  Bo(5,  5,)S/i,+..  ., 
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Remplaçons  $,  par  Y(^,  ^,)  dans  la  formule  (i6),  qui  contiendra 
alors  au  second  membre  un  terme  en  -^  et  un  terme  en  ^.  Supposons 
que  ^  soit  nul  sur  toute  la  courbe  C  sauf  au  voisinage  du  point  M,  et 
que  de  même  ^  soit  nul  sauf  au  voisinage  du  point  M,.  La  relation 
obtenue  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ^,  ^,  ^', 
-r7,  . . . ,  etc.  En  annulant  le  coefficient  de  ^ï  — ,  on  trouve 

ce  qui  montre  que  les  opérations  jj-^et^  sont  permutables.  En  annu- 
lant les  autres  coefficients,  on  voit  de  même  que  les  opérations  -^  et 
j^^  sont  permutables. 

2**  Démontrons  maintenant  que  les  opérations  ^  et  ^ ,  effectuées 
sur  une  fonction  Y(^),  sont  permutables.  Ici  encore,  si  cette  fonction 
dépend  en  outre  des  valeurs  s,,s^,  ...,  etc.  de  s,  cela  ne  change  pas  le 

raisonnement  qui  va  suivre;  il  suffit  de  supposer  que  les  fonctions  p  et 
j-  s'annulent  pour  ces  valeurs  ainsi  que  leurs  dérivées.  Posons 

o  ^'(s)  =  fw,  (s,  s,  )  on,  ds,  —  Ao  o,i  -4-  A,  un' -h-  • ., 

OW,  (*,  5,  )  =  BoOW  -4-«l«oO"l-i-B,  0/t'-4-..  ., 

oAo(*)=  /  -Xo(SyS,)on,  ds  -i-. . ., 
^  c 

SA,  (5)=    /    cl.,(5,  5,)Ô/l,  cfcj,-i- 

Je 
Dans  la  formule  (16)  écrivons  Y  au  lieu  de  $,,  et  supposons  que  ^ 
soit  nul  sur  la  courbe  C  sauf  au  voisinage  du  point  M,  et  que  ^  soit 
quelconque  sur  la  courbe,  mais  s'annule  au  point  M  ainsi   que  ses 
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dérivées.  On  a  ainsi 


d?i 


On'       Cri  s.  xs     ,  \i^/^l      ; 

et  par  suite 

.1.0(5,  5,)  —  Bo(5,5,)  =  ol>,(5,  5,)  —  B,(,Ç,  5,)  =  ...  =  0, 

à 

ce  qui  montre  que  l'opération  yj-  est  permutable  avec  les  opérations 

^    _i  t- 

d/i'  d«"  •••'  ^'^^• 

Cela  suffit  pour  affirmer  que  la  formule  (21)  est  exemptede  contradic- 
tion. Mais  il  est  utile  d'ol)server  encore  ({ue  les  opérations  y  et  -v;^  sont 

permutables.  Pour  la  fonction  $,  cela  revient  à  dire  que  $,  ,  (v,  s  ^)  est 
une  fonction  symétrique  de.?  et  de  s ^ ,  ce  qui  a  déjà  été  établi.  Si  au  lieu 
de  î>  on  raisonne  sur  une  fonction  pouvant  dépendre  de  'S\,  s^,  . . . ,  etc. , 
il  n'y  a  rien  de  changé  au  raisonnement  du  paragraphe  12,  à  condition 

de  supposer  que  -y^,  y-  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  s'annulent 

pour  ces  valeurs. 

On  voit  alors  aisément  qu'une  quelconque  des  fonctions  <1>  ne 
change  pas  si  l'on  y  permute  à  la  fois  les  indices  a^  et  aj  et  les  valeurs 
correspondantes  s^  et  Sj.  En  particulier  si  a^=  cip  la  fonction  consi- 
dérée est  une  fonction  symétrique  de  s^  et  Sj. 

Il  reste  maintenant  à  former  les  termes  non  écrits  dans  l'expression 
(21).  Cherchons  par  exemple  les  coefficients  de  0//',,  hi,,  . . .,  etc. 

Supposons  d'abord  «,  =  i.  Dans  ce  cas  ces  coefficients  sont  nuls. 
En  effet,  pour  les  former,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  dérivations 
d'une  manière  quelconque.  Partant  alors  de  $,(^,) ,  effectuons  d'abord 

l'opération  ^  (^u  ^,  •  •  • ,  etc.  j,  ce  qui  donne  zéro  dans  le  cas  que 

nous  étudions.  En  effectuant  ensuite  les  autres  dérivations,  on  obtient 
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les  coefficients  cherchés,  qui  sont  certainement  nuls.  (On  voit  de 
même  que,  si  l'on  était  resté  dans  le  cas  général  du  paragraphe  12 
où.  p  a.  une   valeur  quelconque,   on   aurait  ici   des   termes  en   o//',, 

o/i:,  ...,a/ir). 

Pour  traiter  le  cas  où  r/,  est  quelconque,  partons  de  la  fonction 
^a  a  „ X^îi  ^31  '•  •'>  ^i)-  P*ii*  l'artifice  qui  vient  déjà  d'être  employé  plu- 
sieurs fois,  on  peut  étendre  à  cette  fonction  les  raisonnements  faits  aux 
paragraphes  12  et  i3  sur  la  fonction  <I>,  bien  qu'elle  dépende  de  j",, 
s^,  . . .,  s^.  Or  la  dérivée  première,  qui  joue  ici  le  même  rôle  que  $,  (s)  à 
l'endroit  indiqué,  est  ^,  „^„, ..  «.(«^o  ^21  •••»  ■^/)  dont  la  variation  ne 
comprend  pas  de  termes  en  on\,  ^n],  . . . ,  etc. ,  comme  nous  venons  de 
le  démontrer.  On  est  donc  dans  le  cas  étudié  paragraphe  15,  et  la  for- 
mule (20)  montre  que  les  coefficients  de  o//°,  ...,  etc.  dans  la  variation 
d^  ^«,  a.     ni i^'ty  ^2i  '  "y  ^i)  sont  nuls,  et  que  celui  de  on\  est 

la  notation  -7-  étant  définie  par  la  formule  (19)  où  l'on  peut  sans  incon- 
vénient remplacer  <I>  par  une  fonction  qui  dépend  de  f,,  s^,  . . . ,  s^. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

(22)       a4>„,„^_„x*'T^2'--"  ■5') 


c 

h=i 


d 


/l=:l 


I  («'A— 1)^  *„..„, «*_..«k_.,«,,,.  _«,(*•. -'2.  •■•,*•  )^''V 


Les  résultats  résumés  par  cette  formule,  et  le  fait  qu'une  fonction  ^ 
ne  change  pas  si  l'on  permute  à  la  fois  deux  indices  o.  et  les  valeurs 
de  s  correspondantes,  constituent  les  seules  relations  nécessaires  entre 
L.  6 
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les  dérivées  des  fonctions  de  lignes  pour  les(|uelles  le  nonil)i'e  «  du 
paragraphe  12  est  nul. 

En  efï'et,  si  nous  choisissons  arbitrairement  pour  un  contour  parti- 
culier C  les  valeurs  de  toutes  les  fonctions  <I>  vérifiant  la  condition  de  ne 
pas  changer  si  l'on  permute  deux  indices  a  et  les  a  aleurs  de  s  correspon- 
dantes, il  est  facile  de  foimer  une  fonction  de  lignes  admettant  toutes 
ces  fonctions  pour  dciivées. 

Pour  cela  définissons  la  fonction  de  points  9/(M, ,  M,,  . . .  ,  M-)  par 
la  condition  qu'on  ait  sur  la  courbe  C 

cp,-(M,,M„  ...,  ]M,-)  =  <ï),., ,(5,,5o,  ...,Si), 

^)"'-^"-^+--'-'''cp,-(M,,M2,...,M/) 


()/>"'  dn"^ . . .  ô/)'!' 


*ï*«,M,n.+  1,...,«,  +  1  (-^1  1  S-2i   •  •  ■  1  S/), 


cp,  est  une  fonction  symétrique  des  points  M,,  M^,  ...,  M-,  et  la  valeur 
de  la  fonction  de  lignes  cherchée  pour  une  ligne  CJ  est 

chf^  désignant  l'élément  d'aire  qui  correspond  au  point  M^^,  et  l'intégra- 
tion étant  effectuée  relativement  à  chaque  point  entie  les  courbes  G 
etC^ 

15.  Les  fonctions  de  lignes  représentables  par  la  formule  {'23) 
jouissent  à\\ne propriété  caractéristique  relative  à  leur  mode  de  conti- 
nuité, quand  la  courbe  C  varie. 

Considérons  une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre  \,  et 
supposons  une  courbe  C^  définie  ]:>ar  la  distance  n  de  chacun  de  ses 
points  à  une  courbe  (]  de  la  môme  famille.  Nous  supposerons  n  déve- 
loppable  en  série  de  la  forme 

On  ^,      ^  I   d-  n  ,^        . 
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Une  fonction  $  de  la  courbe  C  sera  fonction  de  À.  Cherchons  s'il  est 
possible   d'exprimer  les  dérivées  de  $  par  rapport  à  À  en  fonction 

de  -zr,  -^,j  ...,  etc.,  ou  bien  s'il  est  nécessaire  d'introduire  les  dérivées 

de  ces  quantités  par  rapport  à  s. 

Cela  est  possible  pour  les  fonctions  delà  forme  (28).  En  effet,  si  par 
chaque  point  M  compris  entre  C  et  C  passe  une  seule  courbe  de  la 
famille  considérée,  ce  qu'on  peut  supposer,  ce  point  peut  être  défini 
parles  valeurs  de  n  et  de  s.  L'intégration  relative  à  M  peut  alors  être 
remplacée  par  deux  intégrations  successives  par  rapport  à  s  et  )/  ;  cette 
dernière  peut  être  effectuée,  puisque  $,  est  donné  sous  la  forme  d'un 
développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  n,  n  sous  la  forme 
d'un  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  //  — ).  et  que 
l'élément  d'aire  est  (i  — k/i)  ds  dn.  On  a  ainsi  le  développement  de  ^ 
suivant  les  puissantes  croissantes  de  // — a.  Les  coefficients  dépendent 

de  -j^j  ^2'  •  •  •  î  ^tc. ,  mais  pas  des  dérivées  de  ces  quantités  par  rap- 
port à  s. 

Cette  propriété  est  caractéristique  des  fonctions  de  la  forme  (28). 
En  effet  considérons  une  fonction  $  qui  ne  soit  pas  de  cette  forme,  c'est- 
à-dire  pour  laquelle  le  nombre/;  considéré  au  paragraphe  12  ait  une  va- 
leur 2</  paire  et  différente  de  zéro.  En  désignant  par  A  les  mêmes  fonctions 

qu  a  cet  endroit,  on  voit  que  y-r  contient  des  ternies  oungurent  -j^et  -jy, 
et  en  outre  les  termes 


rV  ^    dn'  ,      ôn^^in  On   , 


Par  des  intégrations  par  parties,  cette  expression  se  ramène  à  des 
termes  qui  ne  contiennent  que  des  dérivées  par  rapport  à  s  d'ordre  au 
plus  égal  li  fj  —  i  et  au  terme 


-•)' 


'X^4^r- 
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•    1  /  1     <«.       •  1     On['^)      .  .       .  ()-<!'      .  ., 

qui  dépend  eliectivemeiit  de —T^-  Ainsi,  pour  ([lie -jyr;  ait  un  sens,    u 

faut  que  les  courbes  de  la  famille  considérée  aient  un  voisinage 
d'ordre  q. 

\ij.  En  utilisant  les  résultats  précédents,  on  peut  former  les  condi- 
tions d'intégrabilité  de  ce  qu'on  peut  appeler  des  équations  intégro- 
différentielles  cl  ordres  supérieurs  ^  c'est-à-dire  des  équations  établissant 
des  relations  entre  les  dérivées  d'ordres  supérieurs. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  de  la  forme 

(24)  *2,.(^,  -«,)=/[*,   *,(^),   *.(^.),   *.(.0,   ^I>,,,  (5,   S,),   M,M,]. 

Si  l'on  choisit  arbitrairement,  pour  un  contour  initial  C,  des  valeurs 
quelconques  pour  <I>,  ^I\(^),  '^'^{s)^  ^\{^)->  •  •  ••>  etc.,  et  pour  <I>,  ,(^,^J, 
<I>^  ,  ,  (.5",  .y, ,  ^2) , . .  . ,  etc. ,  des  valeurs  symétriques  par  rapport  aux  dif- 
férentes variables,  l'équation  (;z4)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des 
dérivations  successives,  définiront  successivement  toutes  les  autres 
fonctions  $.  Mais  en  général  il  n'existera  pas  de  fonction  de  lignes  ad- 
mettant ces  fonctions  pour  dérivées.  En  effet  les  relations  nécessaires 
que  nous  avons  établies  entre  les  fonctions  <I>  ne  seront  pas  toujours 
vérifiées.  Pour  que  la  fonction  de  lignes  cherchée  existe,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  qu'elles  le  soient. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  équation  de  la  forme  (24),  en  dérivant 
l'expression  de  ^\^{■'i^>s^)  on  obtient  une  fonction  ^^^^[s,s^^s^) 
qui  doit  être  symétrique  en  s^  et  s^^  une  fonction  ^^2,i{'^'->  ^t)  ^}^^  ^^^^ 
être  symétrique  en  s  et  .v, ,  et  une  fonction  4>3  ,  (.v,  s^)  qui  peut  être  quel- 
conque. Enfin,  en  considérant  le  coefficient  de  oVz,  on  voit  qu'on  doit 

avoir 

df       d  d  ,       ,         . 


()<I>2(.v)  ds       ^   ■        ds 
(]ette    équation    ne  peut  pas  être  vérifiée    quelles   que  soient  les 


conditions  initiales  choisies,  puisque  /"ne  dépend  pas  de  -^<I>,(.v)et 
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de  ^<5,  , {s,  S,).  Une  équation  de  la  forme  (24)  ne  peut  donc  pas  être 

complètement  intégrable. 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  (22)  ne  s'applique  qu'à  une  classe 
particulière  de  fonctions  de  lignes,  et  qu'une  étude  plus  complète  se- 
rait nécessaire  pour  former  d'une  manière  générale  les  conditions 
d'intégrabilité  des  équations  intégro-differentielles  d'ordres  supérieurs. 
Sans  former  les  relations  qui  dans  ce  cas  remplaceraient  la  formule  (22), 
remarquons  que  la  méthode  à  suivre  serait  la  même  que  dans  les  para- 
graphes 15  et  14.  Il  en  résulte  qu'il  ne  peut  exister  que  des  relations 
linéaires  et  homogènes  entre  des  fonctions  dépendant  d'un  même 
nombre  de  variables  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  ces  variables. 

Considérons  alors  l'équation 

(25)  *i,i...,i(*,  *i,  .-v  ■Sm)  =  o- 

Pour  cette  équation,  les  relations  entre  des  fonctions  de  m  variables 
au  plus  sont  des  conditions  imposées  aux  données  initiales.  Les  fonc- 
tions ^  qui  dépendent  de  plus  de  m  variables  sont  nulles  et  les  relations 
qui  doivent  exister  entre  elles  sont  certainement  vérifiées.  On  peut 
dire  que  l'équation  (25)  est  complètement  intégrable. 

Si/=o,  les  fonctions  définies  par  cette  équation  sont  des  cons- 
tantes. Si  i^  I,  dans  le  cas  particulier  oii/;  =  o,  on  obtient  les  fonc- 
tions du  premier  degré  de  M.  Volterra,  à  une  constante  près.  En  ne 
se  restreignant  pas  à  ce  cas,  on  obtient  une  classe  plus  générale  de 
fonctions,  comprenant  par  exemple  toutes  les  intégrales  de  la  forme 

/"/(M,  Ô,  A-,  A-\...)€/5. 
«/c 

Ces  fonctions  de  lio:nes  sont  analogues  aux  fonctionnelles 


/ 
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Il  faut  observer  que  cette  iutégrale  n'est  pas  eu  général  une  fonction- 
nelle linéaire  au  sens  de  M.  lladamard,  sauf  si  /"  est  une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  j  et  de  ses  dérivées.  De  même  si  m  est  quel- 
conque, les  fonctions  définies  par  l'équation  {'iS)  ne  sont  pas  des 
fonctionnelles  d'ordre  m  au  sens  de  M.  Fréchet. 


CHÂPURE  II. 


17.  Une  équation  intégro-difPérentielle  (du  preoiier  ordre)  est, 
comme  nous  l'avons  vu,  une  relation  quelconque  faisant  connaître  la 
dérivée  $,  [s)  d'une  fonction  $  d'une  ligne  C  en  un  point  M  en  fonction 
de  C,  de  $  et  de  M.  On  peut  considérer  plusieurs  sortes  de  fonctions 
de  C,  de  $  et  d'un  point  M  de  C. 

On  peut  par  exemple  considérer  une  fonction  de  la  ligne  C  dont  la 
variation  soit  de  la  forme  indiquée  par  M.  Volterra,  et  qui  dépende  en 
outre  de  trois  paramètres,  ^  et  les  coordonnées  du  point  M.  Nous  dé- 
signerons une  pareille  fonction  par /J,  (<I>,  M  ). 

On  peut  supposer  que /dépende  d'un  certain  nombre  d'autres  pa- 
ramètres, )^o,  >v,,  ..  .,  \j^^  sa  variation,  quand  $,  les  coordonnées  de  M 
et  ces  paramètres  restent  constants  étant  toujours  de  la  forme  étudiée 
par  M.  Volterra.  M  venant  sur  la  courbe  C,  on  poindra  remplacer  ces 
paramètres  par  G,  Â",  /•',  ,..,  /•^''^  c'est-à-dire  l'angle  de  la  tangente  à 
la  courbe  C  en  M  avec  l'axe  des  x,  la  courbure  en  ce  point  et  les  déri- 
vées successives  de  cette  courbure  par  rapport  à  l'arc  s.  La  cjuantité 
obtenue  /^  ($,  M,  6,  Â-,  k' ,  ...,  ]&^)  est  encore  une  fonction  de  C, 
de  $  et  de  M.  Une  pareille  fonction  est  beaucoup  plus  générale  que 
celle  qui  a  été  considérée  d'abord. 

Nous  sommes  donc  conduits  à   considérer  deux  types  d'équations 
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intégro-différentielles  : 

(0  <^.(5)=/c(*,M), 

(2)  4».(5)=/c(<>,  M,  9,  A-,  Ar',  ...,  k'P>). 

Il  existe  entre  ces  deux  sortes  d'équations  une  différence  essentielle 
au  point  de  vue  de  leurs  conditions  d'intégrabilité.  D'après  le  résultat 
obtenu  au  paragraphe  12,  il  faut,  pour  former  ces  conditions,  calculer 
d'abord  la  variation  o$,(^).  Cette  variation,  outre  l'intégrale  de 
M.  Volterra  provenant  de  ce  que  la  forme  de  la  fonction  fxarie  avec 
la  courbe  C,  contient  des  termes  provenant  de  ce  que  M  suit  la  courbe  G 
dans  son  mouvement  en  se  déplaçant  normalement  à  elle  ;  la  forme 
des  variations  de  ces  quantités  a  été  vue  paragraphe  12,  formules  (i3) 
et  (i4)  •  Il  faut  enfin  tenir  compte  de  la  variation  de  $,  qui  est  donnée 
par  l'équation  intégro-différentielle  elle-même. 

Ou  voit  ainsi  que  o$,  [s],  dans  le  cas  de  l'équation  (2),  contient  des 

termes  en  0//,  o/f, Au  contraire,  dans  le  cas  de  l'équation  (i), 

elle  n'en  contient  pas.  Donc,  dans  le  cas  de  l'équation  (i),  la  première 
condition  d'intégrabilité  du  paragraphe  12  sera  suffisante.  Dans  le  cas 
de  l'équation  (2),  il  faut  aussi  former  la  seconde. 

Nous  allons  étudier  dans  ce  Chapitre  les  équations  de  la  forme  (  i  ). 
Nous  nous  occuperons  dans  le  suivant  d'équations  de  la  forme  (2) . 

18.  Nous  nous  bornerons  au  cas  le  plus  simple  où  la  fonction  /  est 
indépendante  de  la  courbe  C  .  L'équation  peut  alors  s'écrire 


Zn  ds. 
'c 


(3)  8^=r/($,M) 

Proposons-nous  de  chercher  toutes  les  équations  complètement  inté- 
grables  de  cette  forme. 

La  condition  d'intégrabilité  est 


'-=^^A*-M,  =  ^%^A*.M). 


d^        •'  ^    '  '   '  â^ 
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Cette  relation  doit  être  vérifiée  quels  que  soient  <!*,  M,  M,.  Il  faut  et  il 

surut  pour  cela  que   — ^Ar^^ soit  indépendant  de  M,  c  est-a-dire 

que^soit  de  la  forme 

/(a>,  M)= -((D)cp(M). 

L'é([uation  (3)  s'écrit  alors 

-^  =j(  î(M)  S"  *  =  S>''-> 

¥  étant  une  fonction  du  premier  degré  au  sens  de  M.  V^olterra.  Donc 
les  Jonctions  définies  par  des  équations  complètement  intégrables  de  la 
forme  (3)  sont  des  fonctions  de  fonctions  du  premier  degré. 

19.  Nous  avons  déjà  observé  que,  si  <I>  est  une  fonction  de  la  ligne  G 
et  d'un  certain  nombre  d'autres  paramètres,  il  se  présente  de  nou- 
veaux types  d'éc{uations  intégro-did'érenti elles.  Nous  allons  supposer 
que  $  dépende  de  deux  points  A  et  B  et  étudier  les  équations  de  la 
forme 

(4)  S<^.i  =  ffW^^  K.  ^«,  A,  B,  M)  on  ds. 

Cherchons  d'abord  les  équations  de  cette  forme  qui  soient  complè- 
tement intégrables  dans  le  champ  des  fonctions  syniétricpies  ^  c'est-à-dire 
pour  lesquelles  la  condition  d'intégrabilité  soit  vérifiée  identiquement 
si  $  est  une  fonction  symétrique  des  deux  points. 

Ce  problème  n'a  d'intérêt  que  s'il  conduit  à  des  équations  admettant 
eiïéctivement  pour  solution  des  fonctions  symétriques.  Il  faut  donc 
que,  si  l'on  prend  une  fonction  symétrique  comme  valeur  de  î>g  pour 
le  contour  initial,  la  variation  de  $y,  calculée  par  la  formule  (4),  soit 
également  symétrique  quelque  soit  o//.  Il  faut  pour  cela  qu'on  ait 

(5)  /(a,  ^,  y,  A,  B,  M)  =/(7,  y,  %  B,  A,  M) 
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en  posant  pour  abréger 

Formons  maintenant  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  (4). 
\ous  savons  qu'il  faut  pour  cela  former  la  variation  de/",  c'est-à-dire 

et  considérer  dans  cette  expression  les  termes  introduisant  des  inté- 
grales, abstraction  faite  des  termes  qui  dépendent  spécialement  de  la 
variation  du  point  M.  Ecrivant  alors  que  la  fonction  qui  figure  sous  le 
signe  d'intégration  est  une  fonction  symétrique  de  M  et  du  point  M, 
introduit  par  l'intégration,  il  vient 

^g^  ''/-■^■V--^-«-^')y^,,^,.„,A.B,M.) 

+  ''-^^"'-y-"-">/(^?.,S,A,M.M.) 

rf/.-a.3,.V,.A.B.M,)  9   ?     .    V,     ... 

-I -â J(?i,  p!  ''^  A,  M,,  M) 

,    df{^,  .3,,YmA.  B,  M.)^^       . 


en  posant 


^i.  =  .3.,         *?'=v„         4.^^  =  05.  =  S. 


Cette  équation  et  l'équation  (5)  doivent  être  vérifiées  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  quantités  qui  y  figurent,  sauf  peut-être  pour  cer- 
taines valeurs  exceptionnelles.  Ainsi,  si  A  et  B  sont  confondus,  on 
ne  peut  pas  donner  à  2  et  y  des  valeurs  difierentes.  Mais  il  ne  s'agit  que 
de  valeurs  exceptionnelles,  de  sorte  qu'il  est  tout  de  même  nécessaire 

que  les  équations  (5)  et  (6)  soient  vérifiées  identiquement. 

L.  7 
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20.    Dérivons  l'équation  (6)  par  rapport  à  §.  Il  vient  : 

^/(g,  [i,  y,  A,  B,  M)  ^/(^,  ^,,  8,    A,  M,  M,) 
^^^  d'^  ()ù 

a/(a,  fi,  y,  A,  B,  M)  <V(y,  8,  y.,;M,B,M,) 

_  dfjy.,  fi.,  y.,  A,  B,  M,)  <)/(fi.,  fi,  o,  A,  M,,  M) 

a/(a,  fi.,  y,,  A,  B,  M.)  ^/(y,,  §,  y.  M,,  B,  M) 
dy,  (?ô 

Dérivons  encore  cette  équation  par  rapport  à  (3  et  y^.  En  posant 

(8)  ''■^•^'''^W'^"'"^=?(^.P.T>.B.M), 


(?fi(}-. 


il  Vient 


(9)  ?(^.  ^,  r.  -^^  fi,  M)  cp(y,  0,  y.,  M,  B,  M.) 

=  cp(a,  fi,,  y.,A,B,M.)cp(fi.,  fi,  S,  A,  M.,  M). 

En  donnant  à  toutes  les  quantités  qui  ne  figurent  pas  dans  le  premier 
facteur  des  valeurs  particulières  quelconques,  cette  équation  prend  la 
forme 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (9),  on  voit  que  les  rapports 

^4l2_^Ji|}  et  ^''^î'^'^'ll'l  sont  indépendants,  l'un  de  y  et  B,  l'autre  de 

-.  (y,  M,  B)        -.  (fi.,A,M,)  r  '  i  ' 

P,  et  M, .  Il  vient  donc 

c'est-à-dire 

^•'(fi,  A,  M)^'(y,  M,B) 


(10)  cp(a,  fi,y,  A,  B,  M) 


g'{^.  A,  B) 


eu  posant 


o-'(a,  A,  B)=o,(a,  A,  B)v/?.(A)cp,(B). 
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2i.  Il  peut  arriver  que  la  fonction  cp  soit  identiquement  nulle.  Ce 
cas  doit  être  traité  à  part.  En  tenant  compte  de  la  formule  (5)  on  voit 
alors  que/^est  de  la  forme 

(II)  /(a,  .3,  y,  A,  B,  M)  =  A(a,  .S,  y,  A,  B,  M)  + A^a,  y,  B,  A,  M). 


(12)  '    '''^;/     • tl(a,  ?,  A,  B,  M), 


En  posant  alors 

^A(a,  ,3,  A,  B.  M^ 

w 

l'équation  (7)  s'écrit 

(7')         .i(a,  .3,  A,  B,  M)^(P,  o,  M,  A,  M,)  +  'i(a,  y,  B,  A,  M) «{.(y,  8,  M,  B,  M.) 

=  ^(a,  ?,,  A,  B,  M.)'H?„  5,  M,,  A,  M)  +  .}(a,  y,,  B,  A,  M.) 'iCr..  S,  M.,  B,  M). 

Le  premier  terme  de  cette  équation  ne  doit  pas  dépendre  de  ^  qui  ne 
figure  dans  aucun  autre  terme.  En  en  prenant  la  dérivée  logarithmique 
par  rapport  à  p,  on  voit  que  chacun  des  facteurs  qui  le  composent  est 
le  produit  d'une  fonction  indépendante  de  |j  par  une  fonction  de 
j3,  A,  M  seulement.  Il  en  résulte  que  la  fonction  '^  est  de  la  forme 

d,(a,  ?,  A,  B,  M)  =  |^|^;^;bJ^2(A,  b,  M). 

Tous  les  termes  de  (7'^  contiennent  l'un  des  facteurs  à\(o,  M,  M,)  et 
t{/|(o,  M,,  M),  les  coefficients  de  ces  deux  facteurs  ne  pouvant  pas  être 
nuls  séparément  à  moins  que  6  ne  soit  identiquement  nul.  Donc  leur 
rapport  est  indépendant  de  0.  Il  en  résulte  que  y,  «-,  A,  B)  est  le  produit 
d'une  fonction  symétrique  en  A  et  B  par  une  fonction  de  A  et  B  seule- 
ment, qu'on  peut  rendre  égale  à  l'unité  en  modifiant  convenablement 
la  fonction ôj.  Xous  supposerons  donc  que  'l'^Ca,  A,  B)  soit  symétrique 
en  A  et  B  ;  ce  sera  la  dérivée  par  rapport  à  a  d'une  fonction  également 
symétrique  y,(a,  A,  B).  D'après  les  formules  (11)  et  (12),/ est  alors 
de  la  forme 

(.3)    /(a,  .3,  y,  A,  B,  M) 

__  6,  (^,  M,  A)  '■î>a( A,  B,  M)  H-  '}.  (y,  B,  M)  f,(B,  A.  M;  -r-  /.  >>,  A.  B,  M) 
~  '  '  '!';(»,  A,  B) 
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Or  on  peut  faire,  sur  l'équation  intégro-différentielle  étudiée,  un 
changement  de  fonction  inconnue,  en  remplaçant  ^^  ($g,  B,  A)  par  ^I>*. 
La  nouvelle  équation  obtenue  est  évidemment  complètement  intégrable 
en  même  temps  que  l'ancienne.  Cela  revient  à  dire  que  <3^(a,,  [3,  y.  A, 
B,  M)  vérifie  l'équation  (6)  si 

^[^,  (g,  B,  A),  ^,  (fi,  M,  A),  'h,  (y,  B,  M),  A,  B,  M] 
f,(a,  A,  B) 

la  vérifie.  La  formule  (i3)  nous  montre  alors  que  le  changement  de 
fonction  inconnue  considéré  peut  ramener  la  fonction/"  à  la  forme 

(i3')    /(a,  8,  y,  A,  B,  M)=  fi-},(A,  B,  M)  +  r  ^2(B,  A,  M)  +/,  (a,  A,  B,  M), 

la  fonction  ya  étant  la  même  que  dans  la  formule  (i3).  En  dérivant 
alors  l'équation  (6)  par  rapport  à  [3,  il  vient 


^,(A,B,M)^A(Mli^L^ 

=  ^/l(^^^^A^^,(A,  b,  M)  +  ^,(A,  b,  m,)  ^2(A,  m.,  M).- 

En  remplaçant  M  par  B  et  (3  par  a,  cette  formule  se  réduit  à 

^^(A,  B,  M0^2(A,  M,  B)=:o. 

La  fonction  '^j  est  donc  identiquement  nulle,  et  la  formule  (i3)  donne 
/(a,  fi,y,  A,  B,  M)  =  /,(a,  A,  B,  M). 

La  fonction  y  ne  dépendant  pas  de  p  et  de  y,  les  points  A  et  B  figurent 
seulement  comme  paramètres  dans  l'équation  intégro-difïérentielle 
étudiée,  au  sens  donné  à  ce  mot  paragraphe  8.  Il  est  alors  évident  qu'on 
n'obtiendra  pas  d'autres  équations  complètement  intégrables  que  celles 
du  paragraphe  18;  seulement  ici  les  fonctions  ^  et  <p  pourront  dépendre 
des  points  A  et  B. 
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22.  Revenons  au  cas  où  o  n'est  pas  identiquement  nul  et  est  alors 
de  la  forme  (lo).  ^'(a.,  A,  B)  est  la  dérivée  par  rapport  à  a.  d'une  fonc- 
tion ^(a,  A,  B),  qui  dépend  effectivement  de  a.  D'après  la  formule  (5), 
la  fonction  g^(a.,  A,  B )  est  certainement  symétrique  en  A  et  B,  ou  du 
moins,  si  elle  ne  Tétait  pas,  on  pourrait  remplacer  g'  (cl,  A,B)  par 
\^g{oL,  A,  B)/(a,  B,  A).  On  peut  alors  supposer  que  ^(a,  A,  B)  est 
également  symétrique  en  A  et  B. 

La  fonction/"  est  alors  de  la  forme 

/(a,  p,-i,  A,  B,  M)=.  '^^'  t',^'^;^l?'''^'  +^'.(".3.  A,  B,M)  +  A,(a,  v,B,A,M). 

Par  un  changement  de  fonction  inconnue  de  la  forme 

(i4)  Tè=-^<ï>^A,  B), 

cette  fonction  se  ramène  à  la  forme 

(i  i')        /(»,  P.  T.  A,  B,   M)  =  3v  a-  h{a,  ?,  A,  B,  M)  +  A(a,  y,  B,  A,  M). 

Posons  encore 

^A(a,^,A,B,M)  _  ,^^^^  ^^  ^^  ^  ^^^ 

L'équation  (7),  obtenue  en  dérivant  l'équation  (6)  par  rapport  à  0, 
s'écrit 

(7')  [ï  -^  -M»,  %  -^'  B,  M)] [?.  +  •}(?,  8,  M,  A,  M.)] 

+  [?  +  '}(a,r.B,  A,M)][y,-i-.i(v.  o,M,B,  M, 

=  [v,-^^(a,  p„  A,  B,  M, )][?  +  '!'(?.,  S,  M.,  A,  M)] 

+  [?.  +  '}(=^»  Tn  «.  A,  M.][Y  +  .i(Y,,  5,  M.,  B,  M)]. 

En  dérivant  cette  formule  par  rapport  à  |i  et  y,  il  vient 

d-l(%  0,  M,  A,  M,)       â-l{-.',  S,  M,  B.  M,) 
5?  +  <^ 
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et  remplaçant  dans  le  résultat  y  par  ,6  et  B  par  A, 

aJ>(S,  8,  M,  A,  M,) 
^-" ^P ^  =  ^- 

Donc  ^(a,  ,6,  A,  B,  M)  est  indépendant  de  a.  En  dérivant  maintenant 
la  formule  (  Y)  par  rapport  à  p  et  ^^ ,  il  vient 

()^(a,  1^,  A,  B,  M)       ().}(a,  p..,A,  B,  MQ        , 
dp == -d^, =1>.(A,B). 

Par  conséquent,  on  a  "         . 

<|.(a,  ^,  A,  B,  M)=  [i^,(A,  B)  +  -},(A,  B,  M), 
et  par  suite 

/(a,  ^,  y,  A,  B,  M)  =  (3y  +  Ç^  (A,  B)  +  £-^,  (B,  A)  +  ^  d;,(  A,  B,  M) 

+  Y'];,(B,A,M)  +  /,(a,A,B,M). 

F.n  portant  cette  expression  de  /  dans  l'équation  (6),  on  constate 
d'abord  qu'il  n'y  a  qu'un  terme  en  p[3J,  dont  le  coefficient  est 

^-},(A,  B)^,(A,  M). 

La  fonction  ']>^  est  donc  identiquement  nulle.  En  annulant  alors  le 
coefficient  de  y^, ,  il  vient 

<j.2(A,  M,  MO  =  ^2(B,  M,,  M)  =  ^, (M,  MO, 

la  fonction  ^^^  (M,  MJ,  étant  symétrique.  Il  vient  donc 

/(a,  .3,  y,  A,  B,  M) 

=  [,S  -4-  ^,( A,  M)]  [y  +  <|;,(M,  B)]  +  /,  (a,  A,  B,  M)  -  <j;,(A,  M)  ^,(M,  B;.       ' 

On  peut  supposer  la  fonction  ^^  nulle  identiquement.  Si,  en  effet, 
elle  ne  l'était  pas,  un  nouveau  changement  de  fonction  inconnue,  con- 
sistant à  remplacer  ^^^-^^(AjB)  par  $,^,  la  ferait  disparaître.  On  a 
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alors 

(.5)  /(a,  .3,  y,  A,  B,  M)  .=  .Sy-f- /.(a,  A,  B,  M). 

En  portant  cette  expression  de  /  dans  l'équation  '6),   elle  s'écrit 
après  réduction 

,g,.  a/.(a,  A.  B.  MH^.v.  +/,(a.  A,  B.  M, ,] 

+  Y/.(?,  a,  m,  M.)-4-  .3/,(v,  m,  b,  M.) 
=  ^ZL(-^l,^\3v+/.(a,  A,  B,  M)] 
4- y,/,  (.3,,  A,  M.,  M)H-  ?,/,(y„  M.,  B,  M). 

En  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  a., ,  p, ,  y, ,  il  vient 

^V.(a,  A,  B.M)^^ 

et  par  suite 

/.(a,  A,  B,  M)=a/,(A,  B,  M)-^/3(A,  B,  M). 

L'équation  (6')  est  alors  du  second  degré  en  a.,  P,y,  ^,,  y,.  En  annu- 
lant le  terme  en  j3,  on  voit  que  la  fonction^,  est  nulle.  En  annulant  en- 
suite le  terme  en  ^^  y,,  il  vient 

/,(A,  B,  M)  =  /,(A,  M„  M)  +y,(M.,  B,  M) 

et  par  suite 

/,(A,  M„  M)  =  /o(A,  M)  -/o(M,,  M), 

Or  l'équation  (5)  montre  que  /j  (A,  M, ,  M)  est  une  fonction  symétrique 
de  A  et  de  M,  ;  elle  est  donc  nulle. 
L'équation  (i  5)  donne  alors 

/(a,  ?,y,  A,B,M)  =  ?y, 

et  cette  forme  vérifie  identiquement  l'équation  (6). 
L'équation  intéo^ro-différentielle  correspondante 


(i6)  on=fnH 


ds 
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est  donc  complètement  intégrable.  On  reconnaît  l'équation  de  M.  Ha- 
damard.  Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Les  seules  équations  de  la  forme 

S^ï^B  =  (fin.  n.  n.  A,  B,  M)  Uds, 

la  fonction  f  vérifiant  V équation 

/(a,  ^,  y,  A,  B,  M)  =/(a,  Y,  [îi,  B,  jV,  M), 

qui  soient  complètement  intégrahles  dans  le  champ  des  fonctions  symé- 
triques sont^  d'une  part,  des  équations  dans  lesquelles  $*  et  $g  ne  figu- 
rent pas,  d'autre  part,  des  équations  quun  changement  de  fonction 

inconnue  de  la  forme 

^i^  =  «-(*BNA,  B) 

réduit  à  l'équation  de  M.  Hadamard. 

25.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions 
symétriques  des  points  A  et  B.  Les  équations  intégro-différentielles 
obtenues  sont-elles  complètement  intégrables  dans  le  champ  des  fonc- 
tions non  symétriques  ? 

Les  équations  du  paragraphe  21,  dans  lesquelles  les  points  A  et  B 
figurent  seulement  comme  paramètres,  le  sont  évidemment.  Considé- 
rons maintenant  les  équations  qui  se  ramènent  à  la  forme  (i6).  Il  n'est 
plus  indifférent  ici  d'écrire  $^,  ou  $^'  et  ^\  ou  $*'. 

Considérons  d'abord  l'équation  (i6)  telle  qu'elle  a  été  écrite. 
L'expression 

d)A  (J)M    AM,  _,      AA    rt)Mi  <I)M 

étant  une  fonction  symétrique  de  M  et  M, ,  cette  équation  est  complète- 
jnent  intégrable. 
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Considérons,  d'autre  part,  l'équation 
(16')  o4>è=  f<Pii^londs. 

La  condition  d'intégrabilité  relative  à  cette  équation  est 

n  n,  K  -^  ^M.  n,  n  =  n.  i>3'  n  -  ^^  ^s-  <^s., 

c'est-à-dire 

(17)  w<  4-^i.*s)(n  -  *î!')  =  o. 

Elle  n'est  donc  pas  remplie  en  général. 

Annulons  d'abord  le  premier  facteur.  En  faisant  coïncider  B  avec  A, 
on  voit  que  $i  =  o.  Alors,  d'après  l'équation  (16'),  $g  est  indépendant 
du  contour.  Comme  $i,  M  étant  un  point  du  contour,  doit  être  nul, 
quel  que  soit  le  contour  considéré,  il  faut  que  ^^  =  o. 

x\nnulons  maintenant  le  second  facteur  delà  formule  (17) 

On  en  déduit 

En  effet,  cette  condition  doit  être  réalisée  pour  un  contour  C  pas- 
sant par  A  et  B.  Or,  la  variation  $;,  quand  le  contour  se  déforme,  est 
une  fonction  symétrique  de  A  et  B.  La  détermination  de  $g,  relative  au 
contour  C,  est  donc  une  fonction  symétrique  de  A  et  B. 

L'équation  (16')  n'admet  donc  pas  d'autre  solution  que  les  fonctions 
symétriques  de  A  et  B. 

24.    Dans  le  cas  des  fonctions  non  symétriques,  on  peut  considé- 
rer, d'une  manière  générale,  des  équations  de  la  forme 

8 <P^  =  f/i^è,  4»«,  $i,  O)*,  $«,  $îf.  A,  B,  M)  Bn  ds. 

L'étude  de  ces  équations  serait  assez  compliquée.  Nous  allons  seu- 
L.  8 
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lement  cberclier  toutes  les  équations  complètement  intégrables  de  la 
forme 

(4)  0  <ï>,^  =  ff{^h  n.  ^îl,  A,  B,  M  )  611  ds. 

D'après  ce  qui  précède,  c'est  surtout  dans  cette  catégorie  qu'on  aura 
des  chances  de  trouver  des  équations  complètement  intégrables. 
En  posant 

<D^^=[i,,     a)îf'=Y,,     n'=--o, 

la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  (4)  s'écrit 


(.8) 


^-^^^^1h^AJ^/(.,^,.,,.,a,b,mo 


d^. 


^•^(°^-^-'^;/-l-gl^V(ft,3,,  5,,  A,  M,  MO 


+  ^/^^^AlL^A^)/(^,  0,  y„  M,  B,  M.) 
=  ^/(^,  ^nTnA,B,M.)^^^_^  ^^  ^^^  ^^  ^  ^^ 

+  !!ZK^ilAlJ^l^)/(.,,  5„  -,  M„  B,  M). 

"fi 

et  nous  avons  à  chercher  toutes  les  fonctions/vérifiant  identiquement 
cette  équation.  Cette  équation  nous  donne  sur  la  fonction  inconnue 
plus  de  renseignements  que  l'équation  (6)  qui  s'en  déduit  en  faisant 
ô,  =  0.  Par  contre,  nous  n'avons  plus  le  droit  d'écrire  l'équa- 
tion (5). 

Dérivons  l'équation  (i8)  par  rapport  à  o.  Il  vient 


(-9) 


(V(°^,  fi,Y,  A,  B,  M)  a/(y,  a,Y,,  M,B,  M,) 

^  dfjrj.,  ^..  y,,  A,  B,  M.)  ^/(^,,  ^,  s,  A,  M.,  M) 
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beaucoup  plus  simple  que  Téquation  (7),  et  sur  laquelle  ou  peut  rai- 
sonner comme  sur  l'équation  (9).  Laissons  provisoirement  de  côté  le 
cas  oùy(a.,  p,  Y,  A,  B,  M)  est  indépendant  de  ^  ou  de  y.  En  donnant 
alors  à  ^,,  Yo  ^?  ^ï  ^^^  valeurs  particulières  quelconques,  on  trouve 

a/(a,  p,  y,  A.  B.  M)  ^  o-(^,  A.  M)  ^.(v,  M,  B) 
d'-'  .^2'^2c,  A.  B) 

On  trouve  une  forme  analogue  pour  la  dérivée  de  /"par  rapport  à  la 
variable  écrite  au  second  rang.  Ces  fonctions  g,  ^,,  g^,  ne  sont  pas 
quelconques,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  dans  l'équation  {19)  les 
dérivées  dey  par  leurs  expressions  à  l'aide  de  ces  fonctions.  On  trouve 
aisément  queyest  de  la  forme 

/(a,  p,  V,  A,  B,  M)  =  A  --^ V('à,A,  B)  ~  •^'  '  ''  ^-  ^'  ^^' 

Si  )v  est  nul,  on  est  ramené  au  cas  connu  oii  A  et  B  sont  de  simples 
paramètres.  Si  a  n'est  pas  nul,  un  changement  de  fonction  inconnue 
analogue  à  celui  qui  a  été  fait  au  paragraphe  22  permet  de  ramener  /' 
à  la  forme 

/(a,  ?,  Y,  A,  B,  M)  =  Mï  +  ^.(M,  B)]+/,(a,  A,  B,  M). 

Substituant  cette  forme  dans  l'équation  (18)  et  égalant  les  coeffi- 
cients de  jj,,  Y  dans  les  deux  membres,  on  voit  que  g,  =  o. 

La  fonction/* est  donc  de  la  forme  (i5).  On  peut  alors  raisonner 
comme  au  paragraphe  22,  avec  la  modification  provenant  de  ce  qu'on 
ne  peut  plus  utiliser  l'équation  (5).  On  trouve  ainsi 

/(a,  .3.  V,  A,  B,  M)-  3Y+a[/oiA.  M)-/o(B,  M)], 

forme  qui  vérifie  identiquement  l'équation  (18).  Nous  obtenons  donc 
le  résultat  suivant  : 

Les  équations  complètement  intégrahles  de  la  forme 
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dans  lesquelles  la  fonction  f  dépend  effectivement  des  deux  quantités  $* 
et  $g,  se  ramènent  par  un  changement  de  fonction  inconnue  à  une  équa- 
tion de  la  forme 

(20)  80,1:=  A<ï>.^,*îl  +  a>.'^/o(A,M)-$,Vo(B,M)]S/ic/5. 

•A: 

Cette  forme  comprend  l'équation  de  M.  Hadamard  comme  cas  par- 
ticulier. 


25.  Il  reste  à  étudier  le  cas  où  la  fonction /(oc,  fi,  y.  A,  B,  M)  est 
indépendante  de  l'une  des  quantités  (3  et  y,  y  par  exemple.  Le  point  A 
n'est  alors  qu'un  paramètre  dans  l'équation  intégro-différentielle,  et 
nous  n'avons  pas  besoin  de  le  faire  figurer  dans  les  formules.  L'équa- 
tion (18)  se  simplifie  alors  et  s'écrit 

m^^l^j,^,  3„  B,  M,)+''/<-y'^)/(^,  p„  M,  M,) 

=  M5^J^5^)/(.,  p,  B,  M)  +  <'->I^4^A^/(p,.  ?,M„M) 

et  il  faut  chercher  toutes  les  fonctions  vérifiant  identiquement  cette 
équation  fonctionnelle.  Quoiqu'elle  soit  plus  simple  que  l'équa- 
tion (18),  elle  échappe  à  la  méthode  de  discussion  employée 
jusqu'ici;  il  est  en  effet  impossible  de  la  réduire  par  des  dérivations  à 
n'avoir  plus  que  deux  termes.  Je  n'ai  pu  traiter  complètement  que  le 
cas  où  la  fonction /((X,  (i,  B,  M)  est  indépendante  de  B  et  de  M. 
L'équation  étudiée  prend  alors  la  forme 

(,,)  %&)/(., (5.)+  "^/(P, P,) = '-^^A^, ?)+  '-^m. P). 

Nous  supposerons  d'abord  la  fonction/'(a,,  (3)  analytique;  nous  sup- 
primerons ensuite  cette  restriction. 

Posons 

/(a,^)  =  X,         /(a,y)  =  Y. 
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Nous  désignerons  les  dérivées  de  X  et  Y  par  rapport  à  .r  et  y  par  des 
accents  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  a  par  des  indices.  En  écrivant  x 
et  yk  la  place  de  j3  et  P,  dans  l'équation  ('2i),  et  en  dérivant  l'équation 
ainsi  obtenue  par  rapport  à  a,  on  obtient  les  deux  équations 

)  X[/(a:,y)-Y\/{y,x)  =  X\\-YlL, 
et,  par  suite, 

(23)  (X'Y;-Y'X',)/(^,y)  =  Y;(XY.-YX.)-Y'(XY,-YX,). 

Observons,  d'autre  part,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  propos  des 
équations  fonctionnelles  (6)  et  (i8},  que  si /"(oc,  ^)  est  une  solution  de 

l'équation  (21),  il  en  est  de  même  de  '       ,,     t        .  Les  deux  équations 

intégro-différentielles  correspondant  à  ces  deux  solutions  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  un  changement  sur  la  fonction  de  ligne  inconnue. 
On  peut  disposer  de  la  fonction  o  de  manière  que,  pour  une  valeur 
particulière  de  [3,  que  nous  désignerons  par  to,  on  ait,  quel  que 
soit  a, 

(24)  /(a,  to)  =  j. 

On  peut,  de  plus,  si  la  fonction/"(a,  P)  est  analytique,  faire  en  sorte 
que  w  ne  soit  pas  une  valeur  singulière  pour  la  variable  a.  Les  équa- 
tions intégro-différentielles  correspondant  à  de  telles  formes  de  la 
fonctiony'seront  dites  équations  réduites. 

Posons 

Si  nous  donnons  ky  la  valeur  to  dans  les  équations  (22),  il  vient 

X.  +  X  =k  ;, 


(25) 

en  désignant  par  k  une  fonction  de  a.  Donnant  à  7,  la  valeur  w  dans  ces 
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équations,  il  vient 

en  posant /•  (w)  =  /,  et,  par  suite, 

Donnons  maintenant  à  a  la  valeur  to  dans  l'équation  (aS),  et  rem- 
plaçons ç,  et  ^2  par  leurs  expressions  en  fonction  de  ;,  ;^  et  c!\   il  vient 

Supposons  d'abord  que  le  premier  facteur  soit  nul  ;  ,/(.x',,}")  est  une 
fonction  dey  seulement,  et  l'équation  (21)  donne  aisément 

L'équation  intégro-difïérentielle  chercliée  est  alors 

8<ï>i,  =  /  ae'^»onds. 

Elle  se  ramène  par  un  changement  linéaire  elîéctué  sur  la  fonction 
inconnue  à  la  forme  unique 

qui  est  la  forme  réduite  des  équations  de  la  forme 

Supposons  maintenant  que  le  second  facteur  de  l'expression  (27) 
soit  nul.  11  vient  dans  ce  cas 

(3o)  "  l  =  ae'-'  +  ù. 

Or  les  équations  (26)  donnent  ;,  et  Çj  en  fonction  linéaire  de  ;  et  de 
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ses  dérivées.  De  même,  en  dérivant  les  équations  (25)  un  nombre  quel- 
conque de  fois  par  rapport  à  a,  et  en  donnant  à  oc  la  valeur  to,  on  obtient 
les  expressions  de  ?,,  . . . ,  ç,  en  fonction  linéaire  de  J  et  de  ses  dérivées. 
Toutes  ces  fonctions  sont  donc  la  somme  d'un  terme  en  é""  et  d'un 
terme  constant.  En  représentant  alorsy*(a,  j;)  par  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  —  to,  il  vient 

/(a,  a:)  =  a(a)e"-h6(a). 

En  substituant  cette  forme  de  la  fonction  ydans  l'équation  (21),  et 
en  dérivant  l'équation  obtenue  par  rapport  à  ^  et  ji,,  il  vient  (') 

ca  (^)  -h  a'(?)  =  cai^^^  )  -h  «'(  ?•  )  =  [^» 
et  par  suite 

Résolvant  alors  l'équation  (2 1  )  par  rapport  à  ^(P),  il  vient 

et  par  suite 

c/(a,  a?)  =  X e<^(^-«) -l-  |jl  e~^-^4-  A,  e"^'  +  'J-t  • 

Substituant  enfin  cette  forme  de  la  fonction  y  dans  l'équation  (21), 
celle-ci  se  réduit  à 

A-  ULA,  =  ai  A  U.,  )  =  O. 

Ces  équations  sont  vérifiées  de  deux  manières.  Ou  bien  A  =  y.  =  0,  et 
l'on  se  trouve  dans  le  cas  connu  oii  ./(a.,  Jc)  est  indépendant  de  j;  ;  ou 

bien  on  a 

À- 

u.,  =  A,  A,=  —, 

et  par  suite 

-  .        (u.e''^+l){'j.e''''^X) 

•^  ^         ^  eue"'' 


(*)  Nous  supposons  que  c  ne  soit  pas  nul.  Si  c  =  o,  on  se  trouve  dans  le  cas  connu  où 
le  point  B  n'est  qu'un  paramètre  dans  l'équation  étudiée. 
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ce  qui  nous  donne  une  équation  du  type  (29)  où 

Nous  ne  trouvons  donc  pas  d'autre  équation  complètement  intégrahle 
du  type  considéré  que  Les  équations  (29)  et  celles  pour  lesquelles  f{cL,x) 
est  indépendant  de  x. 

Les  équations  (29)  ne  paraissent  pas  essentiellement  distinctes  de 
l'équation  de  M.  Hadamard.  En  effet,  si  la  fonction  ^>g  dépend  seule- 
ment du  point  B,  cette  équation  s'écrit 


ce  qui  est  une  des  formes  à  laquelle  peuvent  se  réduire  les  équa- 
tions (29).  Il  est  vrai  que  cette  équation  conduit,  si  l'on  suppose 
que  A  )^  figure  comme  paramètre,  à  la  forme 


Je. 


l(^i  =  /  $;\  $i^  In  ds 


différente  de  l'équation  de  M.  Hadamard.  Mais  on  peut  ne  pas  la  con- 
sidérer comme  une  équation  nouvelle,  puisque  A  n'y  est  qu'un  para- 
mètre et  qu'elle  n'est  pas  susceptible  de  définir  des  fonctions  de  ligne 
nouvelles. 

Des  remarques  analogues  s'appliquent  à  la  comparaison  de  l'équa- 
tion (29)  et  de  l'équation  du  paragraphe  18,  en  supposant  dans  cette 
dernière  que  B  figure  comme  paramètre. 

Il  est  facile  de  former  toutes  les  fonctions  vérifiant  des  équations  de 
la  forme  (29).  Prenons  ces  équations  sous  la  forme  réduite  (28).  #  est 
alors  la  somme  d'une  fonction  — log4>^  indépendante  du  point  B  et 
d'une  fonction  log  •]>,;  indépendante  du  contour,  et  l'on  a 


Je. 


5<I>,  = —  /  iLnû/i  ds. 


Équations  intégro-différentielles  et  fonctions  de  lignes.     65 

tj/p  est  alors  une  fonction  quelconque  du  point  B  et  $,  une  fonction 
(lu  premier  degré  au  sens  de  M.  \  olterra  définie  à  l'aide  de  la  fonc- 
tion —  '!/„. 

26.  Supprimons  maintenant  la  restriction  que  la  fonction  f  soit 
analvtiqjie.  Le  raisonnement  qui  nous  a  permis  d'amener  l'équation 
intégro-diiîérentielle  à  sa  forme  réduite  est  toujours  valable .  Il  suffit 
donc  de  montrer  qu'il  n'existe  pas  de  fonction  non  analytique  vérifiant 
les  équations  (21)  et  (ii4). 

En  dérivant  la  seconde  équation  ^22)  par  rapport  \\  a,  et  en  élimi- 
nant y  (.i',>)  et/(r,  .f)  entre  l'équation  ainsi  obtenue  et  les  équa- 
tions (22),  il  vient 

(3i)  XX'O'.V,  — Y2Y:)-^X.X'Y,Yi-X,X'(YY;-Y,Y;) 

+  xx;(y,y;-y,y')-x,x;(YoY'+yy;) 

-t-  XoX;  Y,  Y;  -4-  XX;(Yo  Y-  Y.  Y',) 

^  (X.  x;  -  x,x'  )  yy;  h-  (x,x;  -  x,x;)  yy'=  o. 

En  donnant  dans  cette  équation  à  y  une  valeur  particulière,  on 
obtient  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  neuf  fonctions  de  x 
qui  y  figurent.  Si  l'on  donne  à  >cinq  valeurs  distinctes,  on  peut  obtenir 
ainsi  cinq  relations  distinctes.  Cela  peut  paraître  inexact  s'il  existe 
entre  les  fonctions  de  v  qui  figurent  dans  l'équation  (3i)  cinq  relations 
linéaires  et  homogènes  distinctes  ;  mais  dans  ce  cas,  en  remplaçant  y 
par  X  dans  ces  relations,  on  obtient  cinq  relations  entre  les  fonc- 
tions de  X  considérées.  Il  existe  donc  en  particulier  deux  relations 
linéaires  et  homogènes  entre  XX',  X,  X',  X^X',  XX'^,  X,  X'^  et  X^X'^. 

Eliminons  Xj  entre  ces  relations.  L'équation  obtenue  ne  contient 
plus  que  X,  X,,  X'  et  X\  Elle  ne  peut  être  une  identité  que  s'il  existe 
une  relation  linéaire  et  homogène  entre  X,  X,  et  X,,  cas  que  nous  écar- 
tons d'abord.  Comme  elle  est  homogène  en  X'  et  X'^,  on  peut  la  consi- 
dérer comme  une  équation  différentielle  définissant  X^  en  fonction  de  X 
pour  chaque  valeur  de  a.  Donc  X,  est  une  fonction  analytique  de  X. 
L.  9 
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La  première  équation  (a^)  est  alors  une  équation  difï'érentielle  entre 
X  et  ,r.  c,  est  une  fonction  analytique  de  x  ;  en  efï'et  le  cas  où  le  premier 
facteur  de  l'écjuation  {'2y)  est  nul  ayant  été  complètement  élucidé,  on 
peut  supposer  'E,  de  la  forme  (3o).  Donc  X,  et  par  suite  X,  et  X^,  sont 
des  fonctions  analytiques  de  x  pour  chaque  valeur  de  a..  De  même  Y, 
et  Y 2  sont  des  fonctions  analytiques  de  )•.  Alors  l'écjuation  (^.3)  montre 
que  f{x^  y)  est  une  fonction  analyticjue  de  x  et  y,  comme  nous  vou- 
lions l'établir,  sauf  peut-être  si  le  coefficient  de  f{x^y)  est  nul. 

Il  reste  enfin  à  traiter  le  cas  où  il  existe  entre  X,  X,  et  Xj  une 
relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  indépendants  de  .i',  et  le  cas 
où  l'on  a 

x'y;-y'x;  =  o. 

Dans  ces  deux  cas,  la  fonction  /"  est  de  la  forme 

/(a,  x)  =  a{cf.)  b{x)  -f-«i(a)^,  {x)^ 
forme  qui  peut  se  ramener  à 

y(a,  x)  =  a{a.)  b{x)  -\-  bi{x)^ 

en  tenant  compte  de  l'équation  (^i).  Il  suffit  alors  de  substituer  dans 
l'équation  (21)  cette  forme  de  la  fonction  /  pour  constater,  par  un 
calcul  sans  grande  difficulté,  qu'on  ne  trouve  pas  d'autres  solutions 
que  celles  obtenues  précédemment. 

Il  semble  plus  difficile  de  supprimer  la  restriction  que  la  fonction  / 
soit  indépendante  de  B  et  de  M.  Si /^  dépend  de  B  et  de  M,  on  peut 
toujours  considérer  des  formes  réduites  telles  que  l'on  ait 

/(a,  (o,  B,  Mo)-. 

pour  des  valeurs  particulières  (o  et  M^  et  ((uels  que  soient  aetB.  Si  l'on 
veut  définir  la  fonction  f  par  une  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  co  de  [i  et  du  point  M^,  il  n'est  plus  suffisant  de  connaître  les 
dérivées  de  /  par  rap|)ort  à  fi  pour  [ii  =  co  ;  il  faut  encore  connaître  les 
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dérivées  de/*  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  M,  et  ces  dérivées 
semblent  plus  difticile  à  ol)tenir. 

Il  est  toutefois  bien  probable  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  équations  com- 
plètement intégrables  du  type  étudié  que  celles  que  nous  avons  déjà 
obtenues.  Bien  entendu  dans  l'équation  (39)  il  faut  écrire  ici  cpf  $^,  M) 
et  cp'(<^B,  B)  au  lieu  de  9(*&„j  et  <p'(<^b)- 

27.  On  peut  rattacher  aux  considérations  qui  précèdent  une  pro- 
priété de  l'équation  (16)  énoncée  par  M.  Hadamard. 

Faisons  une  transformation  ponctjielle  transformant  la  «^ourbe  C  en 
une  courbe  C.  ^^  deviendra  une  certaine  fonction  $g'.  Si  ^l  vérifie 
l'équation  (16),  <I^g,  vérifie  l'équation 


*è'  =  /   4)ïi  ^ï  /(  M')  8n'  ds' 


en  désignant  par  /(M')  le  déterminant  fonctionnel  de  la  transforma- 
tion considérée.  En  posant 


**ê:  =  <i»êV/(A')/(B'). 

cette  équation  se  ramène  à  l'équation  (16).  Donc,  «  un  changement  de 
fonction  inconnue  près,  r écjuation  de  M.  Hadamard  est  invariante  par 
toute  transformation  ponctuelle. 

Cete  propriété  peut  se  rattacher  à  la  notion  d'intégrabilité.  En  effet 
le  caractère  d'intégrabilité  d'une  équation  n'est  évidemment  pas 
changé  par  une  transformation  ponctuelle.  D'autre  part,  les  différents 
types  d'équations  intégrables  qui  ont  été  obtenus  ne  peuvent  pas 
s'échanger  par  une  telle  transformation.  L'équation  de  M.  Hadamard, 
par  exemple,  est  caractérisée  par  ce  fait  que  le  coefficient  de  dn  ds 
dépend  de  <I>^  et  de  4>g  ,  mais  pas  de  ^^  ;  cette  propriété  subsiste 
évidemment  dans  une  transformation  ponctuelle. 

Si  l'on  fait  une  transformation  ponctuelle  sur  l'équation  (20^,  le 
changement  de  fonction  inconnue  qu'il  faut  faire  pour  ramener  l'équa- 
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tion  à  la  forme  réduite  {'jlo)  sera  le  même  qui  vient  d'être  indiqué 
pour  l'équation  (16).  La  fonction  /ô  (A,  M)  se  trouvera  remplacée  par 

/;(A',M')/(M'). 

28.  Si  l'on  considère  des  équations  intégro-dillérentielles  dans  les- 
quelles figurent,  non  seulement  $^,  et  ^\,  mais  aussi  leurs  dérivées,  on 
obtient  une  catégorie  d'équations  beaucoup  plus  générale. 

Considérons  seulement  les  équations  de  la  forme 

(32)  81»^=  rD„<ï>^,D„(I>«8/^^.-, 

où  Dj,  désigne  une  dérivée  d'ordre  quelconque  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  M.  Ces  équations  comprennent  comme  cas  parti- 
culier l'équation  (i3)  de  l'introduction.  En  généralisant  la  remarque 
faite  par  M.  Hadamard  sur  cette  équation,  on  voit  que,  si  ^>J.  est  une 
solution  de  l'équation  (Sa),  D^D,./I>J)  est  une  solution  de  l'équa- 
tion (16). 
On  a 

5(D„  $i:i  Dm  <!>«)  =  ^  (D„  $iîi  Dm  <I>Î,')  5« 

H-  ADM^;J,DMDM.4>îî,DM,<ï>^  +  DM,<î>,\DM,DM*I>îl'DM<I>îf]8n,^.. 
Je 

l^e  coefficient  de  dn^  ds ^  dans  cette  équation  étant  une  fonction 
symétrique  des  points  M  et  M,,  l'équation  (32)  est  complètement 
intégral)  le. 
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CHAPITRE  III. 


29.    Considérons  une  équation  intégro-difféientielle  de  la  forme 
(i)  0*=  /^/c(cï»,  M,  6,  A-,  ...,  k^P^)onds, 

dans  laquelle  la  fonction  /",  considérée  comme  fonction  de  la  ligne  C  (les 
autres  quantités  dont  elle  dépend  ayant  des  valeurs  fixes),  admet  une 
dérivée  au  sens  de  M.  Volterra.  6  représente  l'angle  de  la  tangente  à  la 
courbe  C  en  M  avec  Taxe  des  .v,  et  Â, . . .  ,  k^^'  la  courbure  de  la  courbe  C 
en  M  et  les  dérivées  de  cette  courbure  par  rapport  à  l'arc  s'.  La  fonc- 
tion/^est  supposée  avoir  un  sens  même  si  le  point  M  n'est  pas  sur  la 
courbe. 

La  variation  de  la  fonction  /^.  est  de  la  forme 

8/c=  /  *i,i(*,  Si)  ont  dsi  +  Afi{s)ùn-+-...  +  \p^..{s)ùn<P+-> 
avec 

comme  cela  résulte  de  la  formule  (i4)  du  paragraphe  12.  D'après  les 
résultats  du  paragraphe  12,  pour  que  l'équation  (i)  soit  complètement 
intégrable,  il  faut  d'abord  que  $,  ,  [s,  s\)  soit  une  fonction  symétrique 
de  .y  et  .y,.  Mais  cette  condition,  suffisante  pour  les  équations  étudiées 
dans  le  Chapitre  précédent,  ne  l'est  plus  ici,  et  nous  avons  à  former  la 
deuxième  condition d'intégrabilité  du  paragraphe  12. 

Nous  voyons  d'abord  qae p  doit  être  pair.  Si,  par  exemple,  la  fonc- 
tion /  dépend  ^^h  mais  pas  de  A-  ni  de  ses  dérivées,  l'équation  (i)  ne 
peut  pas  être  complètement  intégrable. 


o 
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Considérons  maintenant  la  première  des  équations  (12)  du  paragra- 
phe 12. 

Elle  s'écrit  ici 


(2) 


A        —  P^"^    "^  A  p+-^^    d     df 


2       ds 


■^/J+i 


2       ds  dk^P^ 


Or,  le  dernier  membre  contient  le  terme 


2       dk^P^ 

et  A^^,  est  une  fonction  de  M,  6,  Â-,  ... ,  ¥p^  seulement  et  ne  dépend  pas 
(|g^(/'+«)  T/équation  (2)  ne  peut  donc  être  vérifiée  identiquement  que 
^\f  est  ujiefonctio?i  linéaire  de  ¥^K 

Les  conditions  qui  précèdent  sont  des  conditions  nécessaires  ponr 
que  l'équation  (i)  soit  complètement  intégrahle.  Nous  allons  former 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  dans  le  cas  des  équations  de  la 
forme  ' 

B(b=  f/{^,M,b,k)hnds. 

La  première  condition  d'intégrabilité  se  forme  comme  au  para- 
graphe 1»  et  l'on  trouve  que 

/(*,  M,  Ô, /0  =  ^(<ï>)A(M,  e,  A-). 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  h  doit  être  une  fonction  linéaire  de^. 

A(M,  e,  A-)  =  A-A,(M,  G)+/î2(M,  0). 
L'équation  (2)  s'écrit  alors 


ou 

(3) 


dli2  dhi 

~dT~~dr 
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en  désignant  par  -r-  la  dérivée  de  //,  quand  M  se  déplace  sur  la  tangente 

à  la  courbe,  G  restant  fixe. 

L'équation  intégro-diftérentielle  cherchée  est  alors 

^  =f[kh,  (M,  G)  -t-  h,{M,  H)]  on  ds. 
Si  nous  considérons  la  fonction 

(4)  w=  rb,{M,^)ds+  r  i^'i,{M)d<7, 

l'intégrale  double  étant  prise  dans  le  champ  S  intérieur  à  la  courbe  C, 
il  vient 

pourvu  que '^^  (M, 9)  et '}, (M)  vérifient  les  équations  (*) 

(?'},  _d-^'l,   _,   _  , 
dn         âtdH'    V2-«2- 

Or  il  est  possible  de  déterminer  'y,  par  la  première  équation,  et  la 
fonction  6^  définie  par  la  seconde  est  indépendante  de  9  en  vertu  de  la 
relation  (3).  Nous  voyons  donc  que  les  fonctions  de  lignes  définies  par 
les  équations  étudiées  sont  des  fonctions  d'expression  de  la  forme  (4). 

Toutefois,  il  faut  observer  que  la  fonction  y,  doit  être  uniforme  sur 
le  contour,  autrement  dit,  elle  doit  être  vine  fonction  périodique  de  9. 
Or,  si  A,  est  une  fonction  périodique  de  9, 'v,  peut  n'être  pas  périodique, 
mais  contenir  un  terme  de  la  forme  a  9  sin  (9  —  9,,).  Pour  que  ce  terme 
soit    périodique,    il  faut  que  9  soit  discontinu   en  un  point  du  con- 


(*)  Ces  équations  sont  écrite*  en  supposant  la  direction  positive  de  la  nornaale  dirigée 
vers  l'intérieur  du  contour. 
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tour  ;  en  prenant  ce  point  tel  que  sin  (Ô  —  9^  )  =  o,  on  évitera  toute  dif- 
ficulté. La  fonction  <]>,  sera  continue,  et  il  n'y  a  aucune  difficulté  prove- 
nant de  ce  que  sa  dérivée  est  discontinue. 


Etude  de  l'équation  intégro-différentielle  de  la  fonction  de  Green. 

30.    Cette  équation,  qui  a  déjà  été  écrite  paragraphe  8,  est 

r  di 
(5)  m\,=-     - 

•^0 


-r-   —7—  on  ds. 
dn     dn 


la  direction  positive  prise  sur  la  normale  étant  celle  de  la  normale  inté- 
rieure. Elle  est  analogue  aux  équations  étudiées  paragraphe  28,  mais 

s'en  distingue  parce  que  la  signification  du  symbole  -j-  dépend   du 
contour. 

Considérons  une  famille  de  courbes  telles  qu'il  en  passe  une  et  une 
seule  en  chaque  point  d'une  région  du  plan,  et  appelons  /^^  et  /i^  les 
directions  des  normales  aux  courbes  passant  respectivement  par  les 
points  Aet  B.  Si  $J(  est  une  solution  de  l'équation  (5),  M.  Hadamard  a 

observé  que  -. — -r^  vérifie  son  équation  intégro-différentielle  pour  la 

it il  A  Clityt 

famille  de  courbes  considérée. 

La  première  condition  d'intégralité  relative  à  l'équation (5)  se  forme 
comme  pour  les  équations  du  paragraphe  28  et  est  identiquement 
vérifiée. 

La  seconde  condition  se  réduit  à  exprimer  que  le  coefficient  de  8/?/ 

dans  la  variation  de   -, r-^  est  nul.   Or  les  variations  de -j—  et -r— 

dn    dn  dn  dn 

quand  la  tangente  à  la  courbe  en  M  varie  sans  que  la  forme  de  la  fonc- 
tion  échange  sont  respectivement^ ^'o/^' et ^  o/^\  Il  vient  donc 

(())  (m<m  ^d^d^^^ 

ds     dn  ds     dn 

\r---     -"■  '  ■ 
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Cette  condition  n'étant  pas  une  identité,  l'équation  (5)  iiest  pas  com- 
pietcmen  t  in tégrable . 

Pour  obtenir  une  solution  de  cette  équation,  il  ne  suffit  pas  de  choisir 
pour  le  contour  initial  une  fonction  vérifiant  l'équation  6}.  Il  faut 
de  plus  que  cette  condition  reste  vérifiée  quand  la  courbe  se  déforme. 
Or,  la  variation  de  son  premier  membre  est  la  somme  d'une  intégrale 
prise  le  long  de  la  courbe,  d'un  terme  en  on  et  d'un  terme  en  o/?/:  comme 
elle  doit  être  nulle  quelle  que  soit  la  fonction  0/2,  nous  pouvons  annuler 
séparément  ces  différents  termes.  Pour  simplifier  le  langage,  nous 
dirons,  comme  au  paragraphe  14,  que  nous  dérivons  par  rapport  à  o/t 
(ou  on'),  lorsque  nous  annulerons  le  coefficient  de  on.  (ou  on'). 

En  dérivant  l'équation  (6)  par  rapport  à  on,  et  remarquant  que  la 

dérivée  de  -7-  est  -r-  il  vient 
as  an 

dn     du  ds      ds 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  facteurs  du  premier  terme,  le  pre- 
mier par  exemple,  soit  nul.  L'équation  (5)  montre  alors  que  <I>g  est 

indépendant  du  contour.  Pour  que  la  condition  ^-j^  =  o  reste  vérifiée 

quand  le  contour  se  déforme,  il  faut  et  il  suffit  que  <Pg  soit  indépendant 
de  B.  Nous  obtenons  donc  une  première  catégorie  de  fonctions  véri- 
fiant l'équation  (5)  qui  sont  les  fonctions  cran  seul  des  points  A  et  B, 
indépendantes  de  l'autre  et  du  contour. 

j^.  d^^       d^\  1      -i      .      1        1        /  •  //>  s        ,    s 

01  -j-  et  -j—  ne  sont  pas  nuls,  il  resuite  des  équations  (b)  et  (7)  que 


r 


on  a 


dn  ds 

en  désignant  par  i  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

L.  10 
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Rii  prenant  les  dérivées  successives  des  équations  (8)  par  rappoit  à  o//, 
on  voit  ({Il 'elles  doivent  rester  vérifiées  quand  M  n'estpas  sur  la  courbe. 
En  appelant  x,  y  les  coordonnées  de  A  et  x^ ,  r,  celles  de  B,  <1>,^  est  alors 
une  fonction  analytique  de  x  -h  iy  et  de  x^  — -  /)•, .  Dans  ce  cas,  la  vnria- 
tion  de  <I>ip  donnée  parla  formule  (  5),  est  aussi  une  fonction  analytique 
de  X  -\-  iy  et  de  x^  —  ly^ ,  de  sorte  que  les  formules  f  8),  et,  par  suite,  la 
condition  d'inté^rabilité  (6),  restent  vérifiées  quand  le  contour  C  se 
déforme.  Nous  obtenous  donc  une  seconde  catégorie  de  solutions  de 
l'équation  (5),  qui  sont  dQ'^  fonctions  analytiques  de  x -\- iy  et  de 
x^  —  z'r,,  dont  la  valeur  peut  être  choisie  arbitrairement  pour  le 
contour  initial. 

Comme  fonctions  symétriques  de  A  et  B,  les  deux  sortes  de  fonctions 
obtenues  ne  comprennent  que  des  constantes. 

51.  Le  ijiisonneiueut  précédent  su[)p()se  la  fonction  <l>,^j  analvtiqueet 
sans  singularité  dans  le  voisinage  du  contour.  Si  l'on  supprime  cette  res- 
triction, il  va  évidemment  d'autres  solutions  de  l'équation  (5),  par 
exemple,  la  fonction  de  Green^'î^.  Nous  allons  chercher  tontes  les  solu- 
tions' de  la  forme  ^,^  H-  A^,  h^  désignant  une  fonction  analytique  dans  le 
voisinage  du  contour. 

Il  faut  d'abord  traiter  une  question  préliminaire.  Etant  donnée  une 
famille  de  coiud^es  C  dépendant  d'un  paramètre  A  et  une  fonction 


$i^  = 


OB' 


de  ces  courl)es  vérifiant  l'équation  (5)  lorsque  les  points  A  et  B  sont 
tous  les  deux  intérieurs  au  contour,  si  h\^  est  analytique  lorsque  K  et  ^ 
sont  tous  les  deux  voisins  du  contour  pour  A  =  o,  en  est-il  de  même  pour 
les  autres  courbes  de  la  famille  considérée  P 

gl  et  <I>,^  vérifiant  l'équation  (5)  pour  les  courbes  conçiidérées,  on  a 


^^^  dl  ~       I      dn     dn    dl  J      dn     dn    ô\  /, 


dJi^i  f  dg^x  dh\  dn  ^  f  dh^^  dgf^  dn  ^  f  d/i^i  dh]l  un 

dn     dn    dK 
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La  troisième  intégrale  est  évidemment  une  fonction  analytique  des 
points  A  et  B  pour  ).  =  o.  Considérons  une  des  antres,  la  première 
par  exemple.    Klle  représente   une  fonction  harmonique  du  point  A, 

prenant  sur  le  contour  la  valeur  -^  ^;  si  la  famille  de  courbes  consi- 
dérée est  analytique  (et,  dans  le  cas  contraire,  la  fonction  de  Green  n'a 
aucun  sens  à  l'extérieur),  elle  sera  prolongeahle  à  l'extérieur  du  con- 
tour. Ce  sera  donc  une  fonction  analytique  du  point  A,  et  évidemment 
du  point  B,  dans  le  voisinage  du  contour.   Il   en  est  alors   de  même 

de-^  pour  a  =  o. 

Cela  suffit  pour  faire  penser  que  h^  est  analytique  pour  toutes  les 
courbes  de  la  famille  considérée.  Nous  allons  donner  de  ce  fait  une 
démonstration  plus  satisfaisante,  en  formant  la  fonction  étudiée  par 
une  méthode  iV approximations  siùccessiwes .  Cette  méthode  généralise 
celle  qui  a  été  indiquée  par  M.  Hadamard,  dans  son  Mémoire  Sur 
l'équation  d'équilibre  des  plaques  élastiques  encastrées,  pour  le  cas  de 
son  équation  et  des  solutions  restant  finies. 

Nous  prendrons,  comme  point  de  départ  des  approximations,  une 
fonction  de  la  forme 

<Do(è,  A)  =  ^(-;i,  A)-h//„(B\  A), 

li^  (g,  a)  étant  analytique  lorsque  les  points  A  et  B  sont  tous  les  deux 
dans  le  voisinage  du  contour  et  prenant  pour  a  =  o  une  valeur  donnée 
A  (g,  o).  La  formule  d'approximations  successives  sera 

quand  les  points  A  et  B  sont  tous  les  deux  réels  et  intérieurs  aux  con- 
tours considérés;  pour  les  autres  points  <5,^.,  sera  le  prolongement  ana- 
lytique de  la  fonction  définie  à  l'intérieur  par  cette  formule. 

La  difficulté  qui  résulte  du  remplacement  de  l'équation  de  M.  Hada- 
mard par  l'équation    5)  serait  aisée  h  résoudre  dans  le  cas  d'une  fonc- 
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tioii  (l>(,p  o)  analytique.  Dans  ce  cas,  en  efî'et,  si  l'on  connaît  une  limite 
supérieure  du  module  de  $,  pour  les  points  réels  ou  imaginaires  d'une 
certaine  ré£»ion  entourant  le  contour,  on  en  déduit  une  limite  supé- 
rieure du  module  de  — ~r^~~  qu^ind  M  est  sur  le  contour,  et  le  raison- 
nement de  M.  Hadamard  s'achève  sans  difficulté  (*  ).  Mais  le  cas  qui 
nous  occupe  exige  un  raisonnement  plus  long. 
Posons 

Il  vient 

(lo)  /i,-+,(,\,   A)  —  A(i^.  o) 


-f"\f[' 


dn  dn 

0/?  ds. 


d/ua,  X)  dgilA)        dhiit,,  A)  dhjQll) 

i 


dn  dn  dn  dn 


De  la  remarque  faite  plus  haut  sur  l'expression  (9)  on  déduit,  si  A,  est 
analytique  pour  les  petites  valeurs  de  A  et  pour  les  points  voisins  du 
contour  X  =  o,  qu'il  en  est  de  même  de  /^■_^^.  Il  faut  préciser  ce 
résultat. 

Commençons  par  quelques  remarques  préliminaires.  Un  point 
imaginaire  A  peut  être  défini  comme  l'intersection  de  deux  droites 
isotropes  non  parallèles  issues  de  deux  points  réels  A,  et  A^.  Si  A, 
et  Aj  décrivent  une  région  R,  A  décrit  une  région  S\.  Nous  ne  consi- 
dérerons que  des  régions  imaginaires  définies  de  cette  manière. 

Si  une  fonction  o  est  harmonique  dans  la  région  R,  elle  l'est  aussi 
dans  la  région  Si.  Cela  résulte  par  exemple  de  la  formule  de  (ireen 

appliquée  dans  la  région  R  à  cette  fonction  et  à  log  -• 

Si  l'on  connaît  une  limite  supérieure  OVL  du  module  de  cette  fonc- 
tion cp  sur  le  contour  de  R,  ou  peut  en  déduire  une  limite  supérieure 

(')   Il  suffit  même  de  supposer  la  foiictioti  <P  limitée  supérieurement,  ainsi  que  ses  déri- 
vées d'ordre  au   plus  égal  à  un  par  rapport  au\  coordonnées  de  chacun  des  points  A  et  B. 
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du  module  de  o  et  de  ses  dérivées  dans  une  région  ^^  correspondant 
à  une  région  R'  intérieure  à  R.  Nous  aurons  besoin  d'une  limite  supé- 
rieure du  module  des  dérivées  premières  en  fonction  de  la  plus  courte 
distance  o  des  contours  de  R  et  de  R'.  Cette  limite  résulte  de  la  formule 


qui  résout  le  problème  de  Diriclilet  pour  le  contour  de  la  région  R. 
Dans  l'expression  des  dérivées  premières  de  o^  figurent  les  dérivées 
secondes  de  «"^^  dont  il  nous  faut  d'abord  une  limite  supérieure.  Cette 
limite  est  de  la  forme 


^(mX^-^^Tv^) 


k  étant  un  nombre  qui  ne  dépend  que  du  contour  de  R.  Pour  vérifier  ce 
résultat,  il  suffit  de  remarquer  que,  le  contour  de  R  étant  supposé 
analytique,  on  peut  eu  obtenir  la  représentation  conforme  sur  le  cercle 
à  l'aide  d'une  fonction  dont  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres  sont 
limitées  supérieurement.  On  en  déduit  une  expression  de  la  fonction 
de  Green  sur  laquelle  la  limite  indiquée  se  vérifie  aisément. 

On  a  alors  pour  les  modules  des  dérivées  premières  de  o^  une  limite 
supérieure  de  la  forme 


,      r  ds       ,      r  ds 

**^  /    MÂf  ^  '  ^'V    MÂT 


Cherchons  par  exemple  une  limite  supérieure  de  la  première  inté- 
grale. A  étant  intérieur  à  la  région  r)V,  A,  est  intérieur  à  la  région  R'; 
soit  s ^  la  valeur  de  v  définissant  le  point  du  contour  le  plus  voisin  de  A, . 
Il  existe  certainement  un  nombre  a  indépendant  de  A,  et  de  M  tel 

qu'on  ait 

MA;  >  o-  —  A- (5  —  5,  ;-, 

et  par  suite 

I  I 

MA;  ^  o-  +  ).-(5  — 5,)-* 
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La  limite  supérieure  cherchée  pour  les  dérivées  premières  de  cp^  est 
donc  de  la  forme 


ki^\l 


r  'is  r  ds  1 

J,,    ù-^  +  \-^{s~S,Y    ^,/^     0^-4-A^(.9-.Ç,)^'J 

c'est-à-dire  de  la  forme 


— ;ï — y 


k  n'ayant  plus  la   même   valeur  que  précédemment  mais  désignant 
encore  un  nombre  f[ui  ne  dépend  que  du  contour  de  R. 

Revenons  maintenant  à  l'étude  de  la  formule  (lo).  A^  désignant  une 
région  imaginaire  définie  en  partant  d'une  région  réelle  R,  par  le  pro- 
cédé indiqué  plus  haut,  supposons  que  // •  soit  la  somme  : 

I**  d'une  fonction  analytique  des  points  A  etB,  inférieure  en  module 
à  une  limite  JTL-,  quand  \  varie  entre  zéro  et  une  limite  A  et  quand  A 
et  B  décrivent  la  réiiion  cR,; 

2°  d'une  fonction  harmonique  du  point  A  et  analytique  du  point  B, 
inférieure  à  t^lL-,  quand  A  varie  entre  zéro  et  A,  et  que  A  et  B  décrivent 
respectivement  les  régions  R,-  et  S{-; 

3°  d'une  fonction  analogue  à  la  précédente,  les  rôles  des  points  A 
et  B  étant  échangés. 

Nous  allons  chercher  une  limite  supérieure  des  diflerents  termes 
deA,^,  dans  une  région  R.^ ,  intérieure  à  R-  et  dans  la  région  imagi- 
naire correspondante  ^1,+  ,.  Nous  supposerons  que  les  différentes 
régions  R-  aient  une  partie  commune  R,  et  que  les  contours  C  soient 
intérieurs  à  R  (sans  toucher  sa  frontière)  quand  \  varie  de  zéro  à  A. 
Les  régions  R-  vérifient  d'autres  conditions  qui  seront  indiquées  plus 
loin. 

Considérons  d'abord  le  troisième  terme  de  l'intégrale  (lo).  Il  est 
analytique  en  A  et  B ,  et  l'on  trouve  aisément  une  limite  supérieure  de 
son  module  de  la  forme  k^K^^ ^  k  désignant  un  nombre  indépendant  de 
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l'indice  i.  Nous  désii»nerons  dans  la  suite  par  k  des  quantités  qui 
pourront  être  différentes  entre  elles,  mais  seront  toujours  indépen- 
dantes de  l'indice  i. 

Considérons  maintenant  un  des  deux  premiers  termes,  par  exemple 
le  'premier.  Si  A  est  réel  et  intérieur  au  contour  C,  le  coefficient  de  r/). 
dans  ce  terme, 

^"^  ~/  d^r~        dn        d\"' 

a  son  module  an  plus  é^^al  au  minimum  du  module  de — '."'  ^'  -rr-  sur  le 
I  ^  an        OK 

contour .  Nous  obtenons  donc  une  limite  de  la  forme  kJK,- . 

Supposons  maintenant  A  réel  et  extérieur  an  contour  C.  Il  faut  con- 
sidérer le  prolongement  analytique  de  la  fonction  représentée  à  l'inté- 
rieur par  l'expression  (i  i) . 

Considérons  d'abord  l'expression  (ii)  elle-même  pour  un  point  A 
extérieur.  Il  est  facile  d'en  avoir  une  limite  supérieure.  En  effet,  la 
fonction  qui  définit  la  représentation  conforme  de  C  sur  un  cercle 
peut  être  prolongée  analytiquement  à  l'extérieur  de  C.  Nous  suppose- 
rons la  région  R,  assez  petite  pour  que  cette  fonction  n'y  ait  aucune 
singularité  et  que  sa  dérivée  ne  s'y  annule  pas,  et  cela  pour  toutes  les 
valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  A. 

La  fonction  de  Green  étant  définie  dans  le  cas  du  cercle,  même  pour 
les  points  extérieurs  au  contour,  le  sera  pour  les  courbes  considérées 
dans  toute  la  région  R,, ,  et  l'on  aura 


(12) 


dgr^.  ).) 


dn 


"^  A  M 


D'autre  part,  M^  étant  le  point  du  contour  le  plus  voisin  de  A  et  M,  un 
point  compris  entre  M<,  et  M,  on  a  par  la  formule  de  Taylor 


d h,(^.  A)  dn 


hi(^\  1)  âno  ^.    _d_  rdhi{^\  A)  an  ^ 

dno  àl  "^  dst  [        dn^         31  \ 


dn  à/. 

En  portant  cette  valeur  dans  l'expression  (i  i) ,  et  en  tenant  compte  de 
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l'iiiésfalité  (i  ii)  et  (le  ce  que  - — ,'  ^'  -^  et    sa    dérivée   ont   une    limite 

"  ^        ^  '  ail         Oh 

supérieure  de  la  forme  ^^Olo.,  on  trouve  que  l'expression  (i  i)  a  aussi 
une  limite  supérieure  de  la  forme  kCPT^.. 

D'après  les  propriétés  l)ien  connues  du  potentiel  de  double  couche, 
cette  expression  diffère  de  celle  que  nous  voulons  étudier  par  une  fonc- 
tion harmonique,  dont  la  dérivée  normale  s'annule  sur  le  contour,  et 

qui  prend  elle-même  la  valeur  ti — '^"'  ^'  y--  Pourformer  cette  fonction, 

utilisons  une  représentation  conforme  qui  transforme  un  point  M  de  C 
en  un  point  M^  et  l'arc  de  C  voisin  de  M  en  un  segment  d'une  droite  (7; 
une  pareille  représentation  peut,  par  exemple,  à  une  symétrie  près, 
se  déduire  de  celle  qui  transforme  C  en  un  cercle  pai-  une  inversion 
par  rapport  au  point  du  cercle  diamétralement  opposé  à  celui  qui 
correspond  à  M.  ^^^  et  p  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  dans 
le  plan  considéié,  nous  avons  à  former  une  fonction  harmonique  dont 
la  dérivée  par  rapport  à  e  s'annule  pour  ('  =  o  et  qui  prenne  elle- 
même  des  valeurs  connues  /'(/^) .  La  fonctiony(z/)  étant  analytique, 
cette  fonction  est 


(.3)  [/(,,  +  /,)  +  /(,,_/,)] 


Il  est  facile  de  définir  la  région  dans  laquelle  cette  fonction  est  har- 
monique. Appelons  y  une  courbe  normale  à  la  courbe  C  qui  dans  la 
représentation  considérée  donne  un  cercle  y^  de  centre  M^  Appelons 
R,(X)  la  région  balayée  par  une  famille  de  courbes  y  telle  qu'à  chaque 
point  M  de  C  corresponde  une  courbe  de  cette  famille  ;  on  peut  supposer 
le  contour  extérieur  de  R/(^0  indépendant  de  \.  Supposons  que  la  ré- 
gion K,,  dans  laquelle  nous  avons  fait  certaines  hypothèses  relatives  à  la 
fonction,  soit  composée  des  points  appartenant  à  l'une  au  moins  des 
régions  R^  (\)  et  en  outre  d'une  région  quelconque  intérieure  aux 
courbes  C  considérées. 

La  fonction  /'(?^)  est  alors  analytique  pour  tous  les  points  de  Q'  in- 
térieurs à  la  région  ({ui  correspond  à  ci\  dans  la  représentation  conforme 
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considérée  ;   il  ne  résulte  aucune  difficulté  de  la  présence  du  facteur 

-7^  dans  l'expression  de/(M)  ;  ce  facteur  étant  indépendant  de  l'indice  i 

sera  analytique  si  la  région  R,  est  assez  petite.  La  fonction  /*(w)  est 
donc  a  fortiori  analytique  pour  les  points  de  la  droite  C  intérieurs  à 
la  région  imaginaire  définie  à  l'aide  du  cercle  y^,  c'est-à-dire  pour  les 
points  de  C  dont  la  distance  à  M'  est  inférieure  en  module  au  rayon 
dey'.  L'expression  (i  3)  est  donc  analytique  dans  le  cercle  y' et  l'expres- 
sion tranformée  à  l'intérieur  de  la  courbe  y. 

La  fonction  étudiée,  c'est-à-dire  le  prolongement  de  la  fonction  har- 
monique définie  à  l'intérieur  de  C  par  la  formule  (i  i)  est  donc  harmo- 
nique dans  toute  la  région  R,,  comme  étant  la  somme  de  deux  fonctions 
harmoniques.  Mais  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  une  limite  supérieure 
de  son  module  dans  cette  région.  C'est  ce  qui  oblige  à  introduire  la 
région  plus  petite  R/^., . 

Désignons  par  o-  la  plus  courte  des  distances  des  contours  de  R^  et 
R,^.,.  Lorsque  M  est  dans  la  région  R,^.,,  les  modules  des  dérivées  pre- 

mières  de  h.  ont  une  limite  supérieure  de  la  forme  — r-^';  pour  les  termes 

de  hi  qui  sont  harmoniques  et  inférieurs  en  module  à  DXL^  quand  A  est 
dans  la  région  réelle  R,,  cela  résulte  du  résultat  préhminaire  établi  ci- 
dessus;  onle  verrait  par  une  méthode  analogue  pour  les  termes  qui  sont 
analytiques  et  inférieurs  en  module  à  OK^.  dans  la  région  imaginaire  A^. 
11  en  résulte  que  la  fonction /*(m),  et  par  suite  l'expression  (i3)  et 

l'expression  (i  i)  ont  une  limite  supérieure  de  la  forme  — ^  dans  toute 
la  région  c^l,^.,. 

Nous  avons  donc  pour  le  module  de  la  fonction  /?,^^,  une  limite 
supérieure  de  la  forme 


kDXLi(DXLi+  4- ) 


et  qui  est  valable  dans  les  conditions  analogues  à  celles  qui  ont  été 

indiquées  plus  haut  pour  la  fonction  A,,  c'est-à-dire  dans  R,-^,  pour  les 
L.  II 
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termes  qui  sont  harmoniques  et  dans  A^^,  (et  même  clans  Si-),  pour 
ceux  qui  sont  simplement  analytiques. 

Si  maintenant  nous  connaissons  une  limite  supérieure  du  module  de 
la  différence  h^  —  /'/-i?  <l"i  soit  de  la  forme  [l^V'*  et  qui  soit  valable 
dans  les  mêmes  conditions  que  la  limite  3TC,-  pour  le  module  de  A,,  nous 
pouvons  en  déduire  pour  le  module  de  h^^,  —  h^  une  limite  supérieure 
de  la  forme  [jl^^,  V.  En  répétant  les  raisonnements  précédents,  et  en 
remarquant  que  l'intégration  par  rapport  à  X  introduit  le  facteur  i  au 
dénominateur,  on  voit  qu'on  peut  prendre  pour  u.-_^,,  la  valeur 


et  par  suite 


u,v,  =  A^^(-m.+  ^) 


A" 


I  \  /  1   \       /  1 


(i4)  [^/+i  =  u,  -^  (  OlL,  H-  ^  )  (  Ollo  +  j-  )•"(  OIL/+  ^ 


i  ■  \  0,  /  \  0.,  /         V  0 


Cette  limite  n'est  pas  assez  étroite  pour  qu'on  puisse  en  déduire  la 
convergence  des  approximations.  Mais  nous  allons  montrer  qu'on  peut 
dans  cette  formule  remplacer  les  limites  D]1^,  ^ÎIj,  ...,  ^'ïï^^,  relatives 
aux  fonctions  A,,  //j,  .  .  . ,  //.  et  aux  régions  R,  et  -il,,  Rg  et  S\^,  .  .  . ,  R, 
et  cil.  par  des  limites  ^''ll'^ ,  D]L[^,  . . . ,  5TC],  relatives  aux  mêmes  fonctions, 
mais  pour  toutes  ces  fonctions  aux  régions  R,^^,  et  cil,-^,. 

Pour  cela  supposons  qu'on  ait  écrit  l'expression  de  A,^, — h^  en 
fonction  de  h, — h^.  Cette  expression  sera  une  somme  d'intégrales 
multiples  dont  chacune  sera  obtenue  de  la  manière  suivante,  en  ne  par- 
lant pas  des  intégrations  par  rapport  à  X  qui  n'introduisent  aucune 

difficulté  :  on  part  d'une  des  expressions     ^  ^ '  " , — ^^-^  ou     ^   '", —  ; 

^  ^  an  an  ' 

on  multiplie  par  l'un  des  facteurs  -f-^s,  -^  ds  ou  -y-^  ds  et  l'on  intègre 

le  long  du  contour,  puis  on  multiplie  la  dérivée  de  l'expression  obtenue 

1»  1       r     ^  ds^    /      dht    }  d/i-,    ,  ,,         .      ^ 

par  1  un  des  lacteurs  -^ds,  -j—ds,  ou  —r^as,  et  1  on  mte^re  a  nouveau, 
^  dn       ^    dn        ^  dn        ^  "  ' 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  que  chacun  des  termes  ainsi  obtenus  a 
pour  limite  supérieure  un  des  termes  du  développement  de  Ji'/^.,V 
quand  on  remplace  \L■_^^  par  sa  valeur  (i4)- 
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Considérons  d'abord  les  intégrales  multiples  dans  le  calcul  desquels 
interviennent  d'abord  les  multiplicateurs  de  la  forme -^  fis,  et  ensuite 

les  multiplicateurs -T-r/.v.  Observons  que  dans  l'expression  (  10}  la  limite 

kOïV.  que  nous  avons  trouvée  pour  le  module  du  dernier  terme  est  valable 
dans  les  mêmes  conditions  que  la  limite  DK-  pour  le  module  de  h^. 
Autrement  dit,  la  nécessité  de  considérer  des  régions  de  plus  eu  plus 

étroites  provient  de  la  présence  des  termes  où  figure  -py  et  n'existe  pas 

pour  les  autre-6  termes.   Donc,  pour  limiter  dans  les  régions  R,^,  et 

cR,^,  les  intégrales  que  nous  considérons,  où  les  multiplicateurs  -7- 

s'introduisent  en  dernier  lieu,  il  suffit  de  connaître  des  limites  supé- 
rieures des  fonctions  h  dans  ces  régions  R^^,.,  et  cA.^^,.  On  peut  donc  rem- 
placer dans  ces  intégrales  ^R , ,  -^ïï  , ,  .  .  . ,  è^lt,  par  DVi\ ,  .')TL', ,  . . . ,  OIL^. 

Pour  les  autres  intégrales,  nous  obtiendrons  un  résultat  analogue  en 
intervertissant  l'ordre  des  intégrations.  Au  point  de  vue  du  calcul  de  leur 
limite  supérieure,  cela  revient  à  intervertir  l'ordre  dans  lequel  se  pré- 
senteront les  différents  facteurs  ^^ÎL  et  ^j  à  cela  près  qu'on  pourra  rem- 
placer les  quantités  CfVL  par  les  quantités  correspondantes  i^K.\  si  l'on 
a  amené  les  intégrations  où  figure  la  fonction  de  Green  à  s'effectuer  les 
premières. 

Le  seul  point  délicat  est  de  montrer  qu'on  peut  intervertir  l'ordre 
des  intégrations,  malgré  la  singularité  de  la  fonction  de  Green.  Il  suffit 
de    montrer  qu'on    peut  intervertir  deux   intégrations   consécutives 

lorsque  la  première  introduit  un  multiplicateur  -7-   et  la  seconde  un 

multiplicateur  -^  •  Autrement  dit,  si  en  partant  d'une  certaine  fonc- 
tion H  (g,  a),  nous  avons  à  former  successivement  les  fonctions  H, 
et  H 3  par  les  formules 
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OU 

H,(à,X)=r<«.r':^jiA)^.l)rf,„ 

il  s'agit  de  montrer  qu'on  peut  commencer  par  l'intégration  par  rapport 
à  s  et  effectuer  ensuite  l'intégration  par  rapport  à  s,.  Gela  est  bien  évi- 
dent si  B  est  intérieur  au  contour  G,  ce  qui  nous  suffit,  car  toutes  les 
formules  écrites  n'ont  de  sens  que  dans  ce  cas,  et  à  l'extérieur  les  fonc- 
tions considérées  ne  sont  définies  que  comme  prolongement  analytique 
de  fonctions  déjà  définies  à  l'intérieur. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  nous  pouvons,  dans  la  formule  (i4)î 
remplacer  les  quantités  OTL^,  t^lt^j, . ..,  ^^^  par  les  quantités  ^)lL'p  ^^1,  ..^^ 
DïL'i ,  oua/or^tort  par  une  limite  supérieure  DTl  de  ces  quantités.  Rempla- 
çons de  même  toutes  les  quantités  ^, ,  Og,  . .  . ,  o,  par  la  plus  petites  de  ces 

quantités  ô.  Enfin  on  peut  évidemment  écrire -^r-  au  lieu  de  DXL  -+■  ^>  en 
augrnentant  au  besoin  les  quantités  5TC  et  ^-  Il  vient  ainsi 

p.,+,_[J.,  -^ÎJf-- 

Nous  pouvons  maintenant  obtenir  une  limite  supérieure  du  module 
de  Iii^f — //,,  relative  à  une  région  R  indépendante  de  i  et  à  la  région 
correspondante  Si.  En  appelant  r/la  plus  courte  distance  des  contoin^s 
de  R,  et  de  R,  et  en  faisant  coïncider  R,^,  avec  R,  nous  pouvons 
choisir  les  régions  Rj,  R, ,  . . . ,  R,  de  manière  que 

.       .  .      ^      d 

ô,  =  02=,  .  .  .=  0/=  6  =  —  • 

La  limite  supérieure  cherchée  sera  alors  jx^.^,  V,  en  posant 
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Or  on  peut  supposer  la  limite  OTl  indépendante  de  l'indice  i  ('). 
h^  étant  considéré  comme  somme  de  la  série 

ho-\-{h,  —  ho)^(fi.i—  /i^)  — ...+  (hi—  hi_.2), 
on  voit  qu'il  suffit  qu'on  ait 

1=1 

et  l'on  peut  supposer  cette  inégalité  vérifiée  si  l'on  a  pris  JTCA  assez 
petit  et  CfTL  assez  grand. 

La  série  S;x|^,  a'  est  alors  convergente  pour  les  valeurs  de  a  iufé- 
férieures  à  A.  Les  approximations  successives  convergent  donc  absolu- 
ment et  uniformément  pour  ces  valeurs  de  a  et  dans  toute  région 
intérieure  à  cil. 

Toutes  les  fonctions  h^  étant  analytiques,  leur  limite  h  est  une  fonc- 
tion analytique,  prenant  pour  a  =  o la  valeur  donnée  /?  (J,  o)  et  telle 
que  gl-k- hl  vérifie  l'équation  (5).  Cette  fonction  est  la  seule  qui 
vérifie  ces  conditions,  comme  cela  résulte  des  principes  bien  connus 
de  la  méthode  des  approximations  successives. 

Cette  méthode  ne  permet  pas  de  former  la  fonction  de  (ireen 
elle-même.  En  effet,  elle  exige  qu'on  prennecomme  point  de  départ  des 
approximations  une  fonction  ne  différant  de  gl  que  par  une  fonction 
analytique  ;  or  une  pareille  fonction  est  exactement  aussi  difficile  à 
former  que  la  fonction  de  Green  elle-même. 

L'équation  (5)  fournit  cependant  un  moyen  de  former  la  fonction 
de  Green.  Comme  l'on  sait  a  priori  que  c'est  une  fonction  analytique 
de  A,  il  suffit  decalculer  les  coefficients  successifs  de  la  série  de  Taylor 
qui  la  définit,  ce  qu'on  fait  sans  difficulté  en  dérivant  l'équation  (5). 

Pour  les  autres  fonctions  vérifiant  l'équation  (5),  dont  on  ne  sait  pas 


(*)  Le  raisonnement  se  irouverail  en  défaut  ici  si  Ton  n'avait  pas  remplacé  les  quanliiés 
OrOj,  3TL2,  .  . .,  ÔY^i  par  les  quantités  ^Fl',,  OXC^,  .  .  . ,  OR',. 
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a  priori  si  elles  existent,  ni  si  elles  sont  analytiques,  ce  mode  de 
raisonnement  ne  peut  pas  s'appliquer,  et  le  raisonnement  fait  pour  dé- 
montrer la  convergence  des  approximations  est  nécessaire. 

52.  Revenons  à  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation  (5),  dans 
le  cas  des  fonctions  de  la  forme  g^  H-  //,'  .  Il  faut  former  dans  ces  nou- 

velles  conditions  la  variation  de  -7-^-7-^-  Considérons  par  exemple 

an     an  ^  ^ 

celle  du  premier  facteur.  Les  termes  provenant  du  déplacement  du 
point  M  et  de  la  variation  de  la  direction  dn  se  calculent  comme  dans 
le  cas  où  $g  était  analytique.  Considérons  maintenant  le  terme  prove- 
nant du  changement  de  forme  de  la  fonction  $.  II  faut  l'écrire  pour  un 
point  P  intérieur  au  contour  et  chercher  la  limite  de  l'expression 
obtenue  quand  P  vient  en  M. 

Nous  avons  donc  à  chercher  la  limite  de  la  dérivée  normale  de  la 
fonction 

J^   dn,     dn,  J^,   dn,  dn , 

Cette  fonction  se  comporte,  quand  P  est  voisin  du  contour,  comme  un 
potentiel  de  double  couche.  La  dérivée  normale  est  donc  continue,  et 
nous  n'avons  aucun  terme  correctif  à  ajouter.  La  condition  d'intégra- 
bilité  (6)  est  donc  encore  valable  ('). 

(  '  )  On  peut  arriver  autrement  au  même  résultat.  En  effet,  le  procédé  qui  consiste  à  faire 
tendre  P  vers  M  est  une  application  du  théorème  de  M.  Hadamard  énoncé  paragraphes, 
et  nous  sommes  dans  le  cas  particulier  qui  a  été  étudié  paragraphe  7.  On  peut  alors  appli- 
quer la  formule  (9)  de  ce  paragraphe,  qui  n'introduitici  que  deux  termes,  d'après  ce  qu'on 
sait  sur  l'ordre  de  grandeur  des  dérivées  de  la  fonction  de  Green. 

Le  terme  en  en'  intervient  seul  dans  la  condition  d'intégrabililé.  Or,  ce  terme  est  nul. 
En  effet,  s'il  ne  l'était  pas,  on  voit  aisément  que  cette  condition  ne  serait  pas  vérifiée  pour 
la  fonction  de  Green,  et  elle  l'est  évidemment.  Il  n'y  a  donc  aucune  modification  à  intro- 
duire dans  la  condition  d'intégrabilité. 

Des  raisonnements  analogues  à  celui-là  peuvent  s'appliquer  plusieurs  fois  dans  la  suite. 
Ils  sont  un  peu  plus  longs  que  ceux  du  texte,  mais  seraient  d'une  extension  plus  facile  au 
cas  de  fonctions  dont  la  discontinuité  serait  moins  bien  connue  que  celle  de  la  fonction  de 
Green. 
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Il  nous  faut  aussi  écrire  la  variation  de  -j^-  Le  potentiel  de  double 

couche  étant  discontinu,  nous  sommes  conduits  à  écrire  cette  expres- 
sion comme  si  la  fonction  $b  était  anal\1:ique,  et  à  ajouter  le  terme 


;-  I  —7-^  on  \  = ;—  en z — —  on  ■+-  k 

ds  \  dn        }  dn  dt  dn 


■    -dr:-'' 


en  désio^nant,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  par  k  la  courbure  de  la 
courbe  C  en  M  et  par  -r  ce  que  devient  -^  quand  on  remplace  la  courbe 
par  sa  tangente.  Il  vient  ainsi 

(,5)  ^^-7-    =-  /    :r^'  :/ 'L.r.n.ds.-k-j^on. 

^     '  ds  J     dni    dn,  ds  as 

En  dérivant  alors  la  condition  d'intégrabilité  (6)  par  rapport  à  8/?', 
on  trouve 

d^d^^^ 
ds      ds  ' 

D'ailleurs  un  de  ces  facteurs  ne  peut  pas  être  nul  sans  que  l'autre  le 
soit.  Si  par  exemple  le  premier  était  nul  et  pas  le  second,  la  formule  (6) 

montre  que  ^-^  serait  nul.  Alors,  d'après  l'équation  intéo^ro-différen- 

tielle  (5),  $g  serait  indépendant  du  contour,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  sa  partie  infinie  en  dépend  effectivement.  On  a  donc 

La  formule  (i  5)  montre  que,  si  ces  conditions  sont  vérifiées  pour  un 
contour,  elles  restent  vérifiées  quand  ce  contour  se  déforme,  et  par 
suite  la  condition  d'intégrabilité  (6)  reste  vérifiée.  Nous  obtenons  donc 
le  résultat  suivant  : 

Étant  donnée  une  Jonction  $b,  qui  soit  la  somme  de  la  fonction  de 
Green  relative  à  un  contour  C  et  d'une  fonction  analytique  dans  le 
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voisinage  de  ce  contour,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
existe  une  fonction  de  lignes  vérifiant  l'équation  intégro-différen- 
tielle  {^)  et  prenant  pour  le  contour  G  la  valeur  $g,  est  que  la  fonc^ 
tion  $p  vérifie  les  égalités  (  i  5') . 


Élude  de  l'équation  intégro-différentielle  de  la  fonction  de  Neumann. 

53.   Cette  équation  est 

L  désignant  la  longueur   de  la  courbe  C  ;   la  normale  est  toujours 
comptée  positivement  vers  l'intérieur. 

Formons  d'abord  la  première  condition  d'intégrabilité  relative  à 
cette  équation.  Les  quantités  qui  figurent  dans  le  coefficient  de  ondset 
dont  la  variation  introduit  une  intégrale,  sont  $^, ,  4>p  et  L  ;  la  variation 
de  L  est 

SL  = —  /  A-,  ùn^  dsf. 
Nous  avons  donc  à  écrire  que  la  fonction 


ds    \  ds  ds  i  dsi  L     ds 

d<P^  fd^'  d^^^       A-,  r/<I)*j' 


ds    \dsdsi    dsf  L     ds 

k  rd^t   d^^.^ 

+ 


-f- 


A[d^^   d^^^       k,  ,^,       ^,, ,         il 
l1    ds,     ds,   ^  L  V^«.^^"^       L^J 


est  une  fonction  symétrique  de  M  et  de  M,.  Cette  condition  est  identi- 
quement vérifiée. 
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Formons  maintenant  la  seconde  condition  d'intégrabilité.  Les  fonc- 
tions A,  et  A,  du  paragraphe  12  sont  ici 

ds     dn  ds     dn  ^ 

La  condition  d'intégrabilité  en  question  s'écrit  donc 

/,_x  d^dn        d^dn_l(d^,dn\ 

^  ''  ds     dn    ^    ds     dn         'L\  ds    ^   ds  )' 

Cette  équation  n'étant  pas   vérifiée  identiquement,    l'équation    (j6) 

n'est  pas  complètement  intégrahle. 

Cherchons  les  conditions  pour  qu'elle  soit  vérifiée  et  reste  vérifiée 

quand  le  contour  se  déforme.  En  la  dérivant  deux  fois  par  rapport 

à  0//,  il  vient 

(,8)  ^/d^d^  _d^d^\^       ifd^_d^ 

\dn     dn  ds      ds   )  \\  dn  dn 

et 


(,o\  _,(dnd^_d^d^\ 

^  ^^  '^yds     dn  ds      dn  ) 


I  fd^  _  d^ 
ds      '     ds 


En  comparant  les  équations  (17)  et  (19),  on  voit  que  leurs  deux 
membres  sont  nuls  séparément;  il  en  est  donc  de  même  pour  l'équa- 
tion (18). 

En  égalant  à  zéro  les  deux  membres  de  l'équation  (17;,  on  a  deux 

l^^      d^\ 
— -et  — - 

ds  ds 


équations  en  —r^  et  -y^,  qui  donnent,  ou 


(20)  Z  =:  îi 

ds  ds 

ou 


dn  dn 


et  par  suite,  le  second  membre  de  l'équation  (18)  étant  nul. 


(21)  ^^«^ 

dnj       dn 


la 


/ 
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Or  les  équations  (20)  et  (  2 1  )  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  une 
dérivation  par  rapporta  on  ;  elles  doivent  donc  être  toutes  vérifiées. 
En  les  dérivant  par  rapport  à  on,  on  voit  que  toutes  les  dérivées  de  la 
fonction  $g  sont  nulles  sur  le  contour.  Si  cette  fonction  est  analytique, 
elle  ne  peut  être  qu'une  constante  $  indépendante  des  points  A  et  B. 

L'équation  (16)  devient  alors 


Z9^J^Çiâî-J-ynds, 


OU,  en  appelant  S  l'aire  intérieure  à  la  courbe  C, 


2  fl>  r 


Cette  équation  aux  différentielles  totales  est  complètement  intégrable, 
comme  il  fallait  s'y  attendre,  et  admet  comme  intégrale  générale 

CL  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  expression  est  done  la  seule 
fonction  analytique  dans  le  voisinage  du  contour  qui  vérifie  l'équation 
intégro-différentielle  (16). 

54.  Étudions  maintenant  les  solutions  de  l'équation  (16)  de  la 
forme  xl~^^^h->  ^'^  désignant  par  y^  la  fonction  de  Neumann  et  par  k^ 
une  fonction  analytique  dans  le  voisinage  du  contour. 

La  même  question  préliminaire  se  pose  qu'au  paragraphe  51.  On 
a  ici 

d\         J    \  ds     cls  ds     ds 


+  f'f +  eW'  +  «) 


dn    , 


Cette  expression  est  analytique  si  h^  et  les   contours   considérés 
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sont  analytiques.  Pour  le  voir,  considérons,  par  exemple,  le  premier 
terme.  Il  s'écrit 

Il  se  comporte  donc  comme  un  potentiel  de  simple  couche  dont  la 
densité  est  analytique,  et  est  par  suite  prolono^eable  analvtiquement  à 
l'extérieur  du  contour.  On  en  déduit  que  h^  reste  analytique  quand 
celui-ci  se  déforme  en  restant  analytique. 

On  peut  préciser  ce  résultat  par  une  méthode  d'approximations  suc- 
cessives analogues  à  celle  du  paragraphe  31.  La  principale  différence 
est  dans  la  manière  dont  on  effectue  le  prolongement  analytique  à 
l'extérieur  du  contour.  La  différence  entre  les  fonctions  du  point  A 
représentées  par  l'expression  (22)  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  du  con- 
tour est  une  fonction  harmonique,  nulle  sur  le  contour,  et  dont  la  dérivée 

normale  a  la  valeur  2^/-^^ y  On  pourra    raisonner    comme   au 

dh  ^  dh  ** 

paragraphe  51,  en  remplaçant  -^  par  -^  dans  la  formation  de/(w), 

et  l'expression  (i3)  par  l'expression  harmonique  conjuguée 

A[/(i.H-iV)-/(«-,V)]. 

A  cela  près,  il  n'y  a  pas  de  changement  important  dans  la  démons- 
tration, et  l'on  peut  établir  la  convergence  des  approximations. 

Pour  former  dans  le  cas  qui  nous  occupe  la  condition  d'intégiabilité 
de  l'équation  (16),  il  faut  former  la  variation  de  $^.  Cette  variation 
introduit  l'intégrale 

qui  se  comporte  comme  un  potentiel  de  simple  couche  ;  elle  sera  donc 
continue  ainsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  s  quand  M  est  voisin  du 
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contour  (  *  ) .  Il  en  résulte  que  la  condition  d'intégrabilité  (17)  s'applique 

dn  dn  L 


sans  modification  au  cas  actuel.  En  remarquant  que  ^  —  ^  —  - 


on  peut  l'écrire  ici 

,     ,.  d^  dh}l       c?4)*J  dh^i  _ 

ds     dn  ds     dn 

La  variation  de  -r^,  si  la  fonction  $  était  analytique,  serait 

dn.  d-^n^  ,  k,  d^f,^\,    ,   ,  d^n      r/4>A. , 

1  i.,    ,7„     ,  ^^^  _ —-on. 


/    \^  t/ii     t/5,  dn         L     f/n  y 


r/i^^  ds 


Dans  le  cas  actuel,  l'intégrale  qui  y  figure,  c'est-à-dire  la  dérivée  nor- 
male de  l'intégrale  (aS),  se  comporte  comme  la  dérivée  normale  d'un 
potentiel  de  simple  couche.  Cela  conduit  à  ajouter  à  l'expression  pré- 
cédente les  termes 


■j-  un  H j^  an'  H r-f  un  -\-  k  —r^  un. 

L  ds  dt-  dn 


Il  vient  ainsi 


ou,  en  introduisant  la  fonction  Ag, 

(24)       l-^=\   [-^  -^  -\--^  -^\huds,  +  t,Ji^ùn-^k-^hn. 
dn       J  r\  dSi    dst  dn         L     dn  j  dn 

En  dérivant  alors  la  condition  d'intégrabilité  (17')  par  rapport  à  o/z', 

il  vient 

d^dK      d,^l  dlij  _ 
dn     dn  dn    dn  ' 

c'est-à-dire 

dk^dh^        i_fdh^^        dh^\  _ 
dn     dn         L  \  dn  dn  J 

(*)  Si  l'on  exprime  cette  dérivée  en  dérivant  le  signe  d'intégration,,  on  obtient  une  inté- 
grale qui  n'a  aucun  sens,  et  qu'il  faut  remplacer  par  sa  valeur  principale  au  sens  de  Caucliy. 
Il  n'en  résulte  aucune  difficulté  pour  la  suite  du  calcul. 
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Le  coefficient  de  -r^  dans  cette  équation  et  le  terme  où  ne  figure 

an  *■  ^ 

pas  A  ne  pouvant  être  nuls  simultanément,  -j^  est  indépendant  de  A. 

dlv* 

De  même  -j^  est  indépendant  de  B. 

L'équation  (17)  nous  conduit  alors  à  distinguer  plusieurs  cas.  Il 

dh^         d^^  (        i  .       dh\        d^\  \  V  . 

peut  arriver  que  -r^  =  -j^  =  o  (^  ou  bien  -j—  =  -r—  =  o  j?  ou  bien  que 

dh^        dh^,  ,      ^  j  .,     dhi^     ^  dhl 

—r=  =—r^  =  0,   ou  qu  enfin  aucune  des  quantités  —r-  et  —7—  ne  soit 

nulle,  et  alors  —7^  et  —^^  sont  indépendants  de  A  et  de  B. 
ds  ds  T 

Premier  cas.  —  En  dérivant -y-^=  o  par  rapport  à  on',  on  trouve 

d^M  •  •  -ui  dhà  TA 

—j^  =  0,    ce   qui   est  incompatible   avec  —j-  =  o.    Donc  ce  cas   est 
impossible. 

Deuxième  cas.  —  On  a  dans  ce  cas 

,  dh^       dh^ 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  formule  (24)  et  en  dérivant  par  rapport 

à  on 

Aji  ^ji  =  Ay  //g  ^  o, 

c'est-à-dire 

(26)  Am  ^Ù  =  Aj,  O^  =  o. 

La  fonction  y^  étant  harmonique,  les  termes  en  y^*  disparaissent 
quand  on  forme  la  variation  de  A^<1>^  ou  celle  de  Aj,$g.  Ces  expressions 
se  calculent  donc  comme  dans  le  cas  011  la  fonction  $  est  analytique. 
En  dérivant  alors  les  formules  (  26)  un  nombre  quelconque  de  fois  par 
rapport  à  o/i,  on  voit  qu'elles  doivent  rester  vérifiées  quand  le  point  M 
s'éloigne  du  contour.  La  fonction  $g  est  donc  une  fonction  harmonique 
des  points  A  et  B. 
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Si  cette  condition  est  réalisée  pour  un  contour  particulier  C,  l'équa- 
tion intégro-différentielle  (i6)  montre  qu'elie  reste  vérifiée  quand  le 
contour  se  déforme.  Si,  de  plus,  les  égalités  (a5)  sont  vérifiées  pour  le 
contour  C,  la  formule  (24)  montre  qu'elles  restent  vérifiées  quand 
le  contour  se  déforme,  et  par  suite  la  condition  d'intégrabilité  (17') 
reste  aussi  vérifiée. 

Troisième  cas.  —  Dans  ce  cas  nous  savons  seulement  que  —r^^j—r^y 

*        an     an 

—r^^  —7-^  sont  indépendants  de  A  et  B.  En  raisonnant  sur  la  première  de 

ces  conditions  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  la  première  équation 
(26),  on  trouve  que  Apî>,)  est  indépendant  de  A.  Or  $,^  est  déterminé  à 

une  constante  près  par  la  donnée  de  A,/î>,(,  —r^  et  -r^  (*)  ;  toutes  ces 

quantités  étant  indépendantes  de  A,  4^^  est  la  somme  d'une  fonction 
de  A  et  d'une  fonction  de  B,  ce  qui  est  impossible,  puisque  sa  partie 
infinie  est  y^. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  <l>p  cjni  soit  la  somme  de  la  fonction  de 
Neuinann  relative  à  un  contour  C  et  d' une  fonction  h\  analytique  dans 
le  voisinage  de  ce  contour,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  existe  une  fonction  de  lignes  vérifiant  l'équation  intégro-dif- 
férentielle (16)  et  prenant  pour  le  contour  C  la  valeur  $g,  est  que  hl 
soit  une  fonction  harmonique  vérifiant  les  conditions  (26). 

Si  en  particulier  la  fonction  //^  n'a  aucune  singularité  dans  toute  la 
région  intérieure  au  contour,  elle  se  réduit  à  une  constante  h  indépen- 
dante des  points  A  et  B.  L'équation  (  16)  donne  alors 


(*)  Ces  conditions  ne  sont  pas  superflues,  car  nous  supposons  A^  analytique  dans  le  voi- 
sinage du  contour  seulement.  Nous  sommes  donc  dans  le  cas  du  problème  de  Cauchy. 
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et,  par  suite, 

CL  désignant  une  constante  indépendante  du  contour  C. 


CHAPITRE  lY. 


5o.  Ce  Chapitre  est  consacré  à  Tétude  de  l'équation  de  M.  Hada- 
mard 

(i)  l^^=  f^^<^l^nds. 

Je 

Nous  avons  vu  que  M.  Hadamard  a  formé  trois  solutions  de  cette 
équation,  qui  sont  liées,  la  première  à  la  fonction  de  Green  ordinaire, 
la  seconde  à  la  fonction  de  Neumann,  et  la  troisième  à  la  fonction  de 
Green  G  g  relative  à  Téquation 

A  Aw  =  o. 

Nous  avons  vu  aussi  paragraphe  50  que  la  première  de  ces  fonctions 
ne  vérifie  l'équation  (  i  )  que  pour  certains  contours  particuliers  ;  la  même 
remarque  s'applique  à  la  seconde.  La  troisième  au  contraire  vérifie 
cette  équation  quel  que  soit  le  contour  et  quel  que  soit  son  mode  de 
déformation  ;  elle  jouera  dans  la  suite  un  rôle  important. 

Rappelons  sa  définition.  SîzGg  est  une  fonction  du  point  B  qui 
s'annule  sur  le  contour  ainsi  que  sa  dérivée  normale,   et  qui  est  la 

somme    d'une    fonction    biharmonique    du    point    B    et   de   /^  log  - 

(r  désignant  la  distance  des  points  A  et  B).  C'est  une  fonction  symé- 
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trique  des  points  A  et  B,  elle  vérifie  l'équation 

( 2  )  80)^  =  /*  A„  <I>j\  A ,,  $Îj'  Inds, 

et  la  fonction 

W,^=:A,A«Gê 

vérifie  l'équation  (i),  Saz  étant  compté  positivement  vers  l'intérieur  du 
contour. 

Nous  allons  d'abord  montrer  comment  on  peut,  dans  le  cas  d'un 
contour  analytique  quelconque,  obtenir  la  partie  infinie  de  la  fonction 
Gg  et  de  ses  dérivées. 

Dans  le  cas  d'un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a,  on  a 

(3)  8:rG«^  =  /-log^-    i(,-ï-,-), 

oii  r,  = )  B'  étant  le  conjugué  de  B  dans  le  cercle. 

On  peut  passer  au  cas  d'un  contour  quelconque  par  une  représen- 
tation conforme.  Le  principe  de  la  méthode  que  nous  allons  suivre  est 
dû  à  M.  Almansi,  et  M.  Hadamard  en  a  simplifié  l'application.  Dans  le 
cas  actuel,  oii  nous  voulons  obtenir  seulement  la  partie  infinie  de  G^ 
et  de  ses  dérivées,  cette  méthode  se  simplifie  beaucoup. 

Nous  appellerons  J7,/,  <v\  y\  et  r  les  coordonnées  des  deux  points 
A  et  B  et  la  distance  de  ces  deux  points,  et  X,  Y,  X',  Y',  et  R  les  quan- 
tités analogues  qui  leur  correspondent  dans  la  représentation  con- 
forme de  la  courbe  C  sur  un  cercle.  Rappelons  qu'une  fonction  harmo- 
nique de  X  et  Y  est  aussi  une  fonction  harmonique  de  x  et  de  j*,  et  que 
r^cp(.t',  j)  est  une  fonction  biharmonique  de  a;  et  j  si  cp(er,  j)  est 
harmonique. 

Pour  former  la  fonction  G^,  il  suffit  de  former  une  fonction  bi- 
harmonique prenant  sur  le  contour  la  même  valeur  que 


r 


(4)  /-Mog/'^z-Mog^+r^i^gR^ 
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et  dont  la  dérivée  normale  prend  aussi  la  même  valeur  que  celle  de 
l'expression  (4). 

Le  premier  terme  de  l'expression  (4)  étant  biharmonique,  il  suffit 
de  résoudre  le  problème  pour  le  second  terme.  D'après  l'expression 
de  la  fonction  G^  dans  le  cas  du  cercle,  on  peut  remplacer  ce  terme 
parC) 

/■MogR.-Ag(R;_R:^) 

sans  changer  sa  valeur  sur  le  contour  ni  celle  de  sa  dérivée  normale. 
Or,  le  premier  est  biharmonique,  et  le  second,  étant  analytique,  con- 
duit à  former  une  fonction  biharmonique  dont  toutes  les  dérivées  ont 
leurs  modules  limités  supérieurement.  Nous  pouvons  donc,  au  point 
de  vue  qui  nous  occupe,  négliger  ce  terme,  ainsi  que  le  premier  terme 
de  l'expression  (4),  et  nous  ne  conservons,  dans  l'expression  de  G^, 
que  les  termes 

en  désignant  par  ^^^  la  fonction  de  Green  ordinaire.  Donc  la  différence 

est  une  fonction  biharmonique  des  points  A  et  B,  sans  singularité, 
même  lorsque  ces  deux  points  sont  voisins  d'un  même  point  du 
contour. 

En  général  on  ne  sait  pas  exprimer  g^  autrement  qu'à  l'aide  de 
séries.  Mais  on  peut  déterminer  un  contour  C^  ayant  avec  C  un  contact 
d'ordre  déterminé  en  un  point  quelconque  M,  de  cette  courbe,  et  pour 
lequel  on  puisse  écrire  l'expression  exacte  de  la  fonction  de  Green  g  l. 
Quelle  sera  l'erreur  commise  en  remplaçant  C  par  C? 


(  '  )  Daus  ceUe  formule,  R,  est  défini  par  rapport  au  cercle  considéré  comme  la  quantité  Tj 
qui  figure  dans  la  formule  (3)  Tétait  par  rapport  au  cercle  considéré  à  cet  endroit. 
L.  ,3 
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Il  est  évident  ([u'elle  sera  infinie  pour  les  dérivées  d'ordre  assez  élevé 
si  les  distances  des  points  A  et  lî  entie  eux  et  à  l'une  des  combes  sont 
très  petites  par  l'apport  à  lenrs  distances  à  l'autre  courbe.  Elle  le  sera 
donc  même  si  l'on  se  borne  au  cas  où  les  points  A  et  13  sont  très  voisins 
du  point  M(,.  Nous  allons  voir  c[u'elle  a  une  limite  supérieure  si  l'on 
astreint  le  point  A  à  rester  sur  la  normale  commune  aux  contours  au 
point  M„. 

On  obtient  ce  résultat  par  une  méthode  ((ne  j'ai  déjà  indicjuée  (') 
dans  le  cas  de  la  fonction  de  Green  ordinaire,  et  qui  repose  sur  la  con- 
sidération de  l'équation  iutéi>ro-difrérentielle  (jue  vérifie  cette  fonction. 
D'après  la  relation  rpii  vient  d'être  établie  entre  les  fonctions  ^,j  et  G,^, 
on  peut  appliquer  les  résultats  obtenus  sur  la  fonction  i,»,).  On  peut 
aussi,  comme  nous  allons  le  faire,  raisonner  directement  sur  l'équa- 
tion (2). 

Désignons  par  y  un  contour  qui  varie  de  C  à  C!  quand  un  paramètre 
\  varie  de  o  à  A,  par  G',^  et  V\^  les  valeurs  de  G^  relatives  à  il  et  à  y,  et 
par  D^  et  D|j  des  dérivées  d'ordres  respectifs  p  et  q  par  rapport  aux 
coordonuées  des  points  A  et  B.  G,^j  vérifiant  l'équation  (2),  on  a 

(5)  ïy,\)[,  Q'^'  -  D,  d; g^  =  f  cil  fo.  A,,  r^,  d;  a„ r'^^ds. 

i/o  t/y 

Supposons  que  le  contact  des  courbes  (i  et  CY  aupoiiitiMj,  soit  d'ordre 
p -'- f/ — 1,  et  que  sur  chacune  de  ces  courbes,  dans  le  voisinage  de 
Mo,  .V  et  j  soient  des  fonctions  d'un  même  paramètre  admettant  des 
dérivées  finies  et  continues  jusqu'à  l'ordre /^-f- y.  Ou  peut  alors  sup- 
poser que  tous  les  contours  y  ont  la  même  propriété,  et  ont  entre  eux 
un  contact  d'ordre/; -h  ^ —  r . 

D'après  la  relation  entre  les  fonctions  gl  et  G,j,  on  voit  aisément 
que 

(6)  |D,D;Gill<^^, 

(')  Bulletin  des  Sciences  nialliéniatiques,  juillet  191  o. 
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A  étant  une  constante  indépendante  des  points  A  et  B,  pourvu  que 
y>>  -H  <y  >  2.  (Si  /;  -H  <y  <  2,  on  aurait  en  outre  un  facteur  logarithmique.) 
En  appliquant  cette  formule  au  contour  y,  on  peut  obtenir  une  limite 
supérieure  indépendante  de  B  du  module  de  l'intégrale 


/ 


^M^'^TU{s)ds, 


si  l'on  connaît  une  limite  supérieure  de  /"{s)  et  de  ses  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  q  sur  tout  le  contour  ;  pour  le  voir,  il  suffit  de  développer  /'{s) 
en  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  du  point  le  plus  rapproché  de  B. 

On  aura  donc  une  limite  supérieure  du  module  de  l'intégrale  (5), 
indépendante  de  A  et  B,  si  les  modules  de  D^  A,,  F^  y  et  de  ses  déri- 
vées jusqu'à  l'ordre  fj,  ont  une  limite  supérieure  indépendante  de  la 
position  du  point  A  sur  la  droite  M,,  A.  Or,  l'existence  de  cette  limite 
résulte  de  l'inégalité  (6)  et  des  hypothèses  faites  sur  les  courbes  y. 

On  peut  s'affranchir  partiellement  de  l'hypothèse  que  M^  A  soit  nor- 
mal à  la  courbe  C.  En  supposant  seulement  que  le  plus  petit  angle  de 
M„A  avec  la  courbe  ait  une  limite  inférieure  connue,  le  raisonnement 
précédent  s'applique  sans  difficulté.  Si  les  angles  de  M„  A  et  M,  B  avec 
la  courbe  sont  tous  les  deux  très  petits,  mais  que  A  et  B  soient  situés 
de  part  et  d'autre  du  point  M^,  le  résultat  obtenu  s'applique  encore.  Il 
suffit  pour  le  voir  de  diviser  le  contour  d'intégration  y  en  deux  parties 
limitées  au  point  M,  ;  sur  l'une  d'elles  le  raisonnement  précédent 
s'applique  et  sur  l'autre  il  suffit  d'échanger  les  rôles  des  points  A  et  B. 

Pour  obtenir  l'expression  de  Dj^OgG*  avec  une  erreur  finie,  on 
peut  alors  procéder  de  la  manière  suivante  :  pour  chaque  point  M,  de 
la  courbe  C  on  déterminera  une  courbe  C  ayant  avec  C  un  contact 
d'ordre  p -\- q — i  en  M^,  et  dont  on  connaisse  une  représentation 
conforme  sur  le  cercle.  Puis,  à  chaque  couple  de  points  A  et  B,  on  fer^ 
correspondre  un  point  M„  convenablement  choisi  sur  la  courbe  C,  par 
exemple  le  point  pour  lequel  la  somme  des  distances  A  M^  et  M^  B  est 
minima.  R  et  R,  étant  les  quantités  définies  comme  ci-dessus  dans  la 
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représentation  conforme  de  CJ  sur  le  cercle,  l'expression  chercliée  sei  a 

p 

En  calculant  cette  expression,  il  faut  observer  que  r^  log  -^  dépend 

de  A  et  B,  d'une  part  explicitement,  d'autre  part  parce  que  la  conrbe  C 
dépend  de  A  et  R.  Les  dérivées  doivent  être  prises  en  considérant  la 
courbe  comme  fixe. 

En  particnlier,  pour  obtenir  la  partie  infinie  de  W^,  il  faut  que  les 
coui'bes  C  etC/  aient  entre  elles  un  contact  d'ordre  trois.  On  ne  pourra 
donc  pas  prendre  un  cercle  pour  C'. 

On    peut   aussi    dériver    l'expression    /-^log-jT^    en    considérant    la 

courbe  C  comme  variant  avec  les  points  A  et  B.  Si  les  courbes  CJ  ont 
avec  C  un  contact  d'ordre/?  H-  ^,  au  lieu  de  p  -\-  q  —  i ,  deux  courbes  CJ 
infiniment  voisines  ont  entre  elles  un  contact  d'onbe  p  -h  q  —  i ,  et  le 
résultat  obtenu  subsiste.  Ce  résultat  est  en  (juelque  sorte  plus  avanta- 
i^eux  que  le  précédent,  car  on  a  une  fonction  bien  déterminée  des 
points  A  et  B  dont  les  dérivées  jiiscju'à  l'ordiey^-h^y  représentent  celles 
de  Cr^^  avcc  une  erreur  finie. 

56.  Etudions  maintenant  les  solutions  de  l'équation  ('a)  qui  sont  de 
la  forme  Cj^-\-hl,  h^  désignant  toujours  une  fonction  analytique  dans 
le  voisinai>e  du  contour. 

En  supposant  que  Ii^  soit  analytique  poiu'  un  contour  C,  sa  variation 
est-elle  analytique  ?  On  a  ici 

^=    ^(A,,  G,  A,  hr,  +  A,,  G«  Am  /4  +  A,  h^,  A,  /ifj  |^  ds. 

Les  différents  termes  de  cette  intégrale  sont  analytiques,  si  l'on 
suppose  la  famille  de  courbes  considérées  analytique.  Considérons, 
par  exemple,  le  premier  terme  ;  il  représente  une  fonction  bibarmO- 
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nique  du  point  A  s'annulant  sur  le  contour,  et  dont  la  dérivée  nor- 
male est  analytique  ;  on  sait  qu'une  telle  fonction  est  analytique.  Il  en 
résulte  que  la  variation  de  /i^  est  analytique. 

On  peut  encore  ici  former  la  fonction  ^^  par  une  méthode  d'approxi- 
mations successives.  Sans  reprendre  l'exposé  complet  de  cette 
méthode,  indiquons  les  difficultés  nouvelles  qui  se  présentent. 

Xoiis  considérerons  toujours  des  réjçions  réelles  et  imaginaires  R, 
et  A.  liées  entre  elles  comme  dans  le  Chapitre  précédent.  Si  nue  fonction 
est  biharmonique  dans  R,,  elle  l'est  aussi  dans  A..  Cela  se  voit  en 
appliquant  dans  R,  la  formule  de  Green  relative  au  problème  bihar- 
monique à  la  fonction  considérée  et  à  r^  log;-- 

Pour  avoir  une  limite  supérieure  des  modules  de  cette  fonction  et  de 
ses  dérivées  dans  une  réo^ion  intérieure  à  cR,  il  ne  suffit  pas  d'avoir  une 
limite  supérieure  de  son  module  sur  le  contour  de  R  ;  il  faudrait  aussi 
connaître  une  limite  supérieure  du  module  de  sa  dérivée  normale.  Il 
en  résulte  certaines  difficultés  qu'on  peut  éviter  en  supposant 
Qonnue  une  hmite  supérieure  commune  .^Tl,  des  modules  des  fonc- 
tions //,,  Aj^//,,  \/t,,  \^\/t-.  Cette  limite  sera  valable  dans  des  condi- 
tions analogues  à  celles  qui  ont  été  indiquées  au  parag^raphe  51,  à  cela 
près  qu'il  faut  remplacer  le  mot  hannonUiue  par  le  mot  biharnionique. 

Il  faut  alors  chercher  la  valeur  de  la  quantité  ^T^^+^  jouant  le  même 
rôle  pour  l'approximation  suivante  7/,^., .  Toute  la  difficulté  porte  sur  le 
terme 

(7)  f\^G^\^li^^-^ds 

et  dans  l'étude  de  ce  terme,  la  seule  difficulté  nouvelle  se  présente 
quand  on  forme  la  diflérence  U  entre  les  deux  fonctions  du  point  A  que 
représente  cette  intégrale  \\  l'intérieur  et  à  l'extérieur  du  contour. 

La  partie  non  analytique  de  A„  (j^  est  —  z  7^'  ^*^  désignant  par  c  et/>> 

les  distances  du  point  A  au  point  M  et  à  la  tangente  à  la  courbe  C  en  M. 
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Or,  l'intégrale 

(7')  f'&fi-')^-' 

intervient  dans  l'application  de  la  méthode  de  Fredholm  au  problème 
biharmonique,  et  M.  Hadamard  a  indiqué  un  procédé  simple  pour 
étudier  la  discontinuité  de  cette  intégrale. 

Désignons  par,ï;etjy  les  coordonnées  du  point  A,  c.  et  y,  celles  du 
point  M,  et  a.  et  ,6  les  cosinus  directeuis  de  la  tangente  à  la  courbe  C 
en  M.  L'intégrale  (y')  peut  s'écrire 

Ji]     ?  Je.     \  Je     \ 


X 


Elle  est  donc  la  somme  de  trois  potentiels  de  double  couche,   dont 
la  discontinuité  est  bien  connue. 

On  obtient  alois  aisément  une  limite  supérieure  des  modules  des 
fonctions  U  et  A^U.  Pour  la  fonction  IJ  elle-même,  .il  suffit  de  rai- 
sonner sur  chacun  de  ces  termes  comme  on  l'a  fait  au  paragraphe  51. 
Quanta  A^U,  c'est  une  fonction  harmonique  du  point  A  qui  s'annule 
sur  le  contour,  et  dont  la  dérivée  normale  a  la  valeur 

^^^  (  \    1  ^'  ^'^ 

En  faisant  intervenir  les  mêmes  coordonnées  auxihaires,  u  et  (',  qu'au 
paragraphe  51,  et  en  posant 

il  vient 

AaU  =  A[///+/.)-/(«-/^)], 

et  l'on  en  déduit  pour  le  module  A^U  une  limite  supérieure  de  la 

r,  k  Ole,- 

rorme  —s — 

6/  ,  ,  '■ 
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En  remplaçant  dans  ce  raisonnement  h^  par  Ag//g.  on  ol)tient  une 
limite  supérieure  de  la  même  forme  pour  les  modules  des  fonctions 
Ag  U  et  A^AgU.  La  méthode  du  paragraphe  51  s'applique  alors  sans 
difficulté. 

Si  Ton  veut  appliquer  cette  méthode  pour  former  la  fonction  G^, 
il  faut  connaître  une  fonction  qui  diffère  seulement  de  Gg  par  une  fonc- 
tion analytique.  Nous  avons  vu  que  la  fonction  {r*^*  jo»ïit  de  cette 
propriété.  Donc,  si  le  problème  de  Dirichlet  ordinaire  est  supposé  ré- 
solu, on  peut  résoudre  le  problème  bi/iarmo nique  par  la  méthode  d'ap- 
proximations successives  indiquée. 

Cherchons  maintenant  si  la  condition  d'intégrabilité  relative  à 
l'équation  (:i)  est  vérifiée  pour  les  fonctions  $g  de  la  forme  G^  -\-  h^.  Il 
faut  former  la  variation  de  Aj,^^.  Pour  un  point  M  intérieur,  cette  va- 
riation introduirait  l'intégrale 


/ 


•^M.*ji.^îi  V(G3*-+  h^^)ùn,ds,. 


Quand  M  est  sur  le  contour,  d'après  l'inégalité  (6)  et  d'après  la 
formule  9)  de  l'Introduction,  le  premier  terme  de  cette  intégrale  doit 
être  remplacé  par 


(8) 


l'"l       /  ^^'  '^^'  ^^  ^^'  ^^'  '""  tds,-r-  Xo  Am  *m  ^/«  ~~^'^  (^^  *«  '^'*)    ' 


les  nombres  a„  et  7,,  étant  indépendants  de  la  fonction //g.  On  en  déduit 
que  la  condition  d'intégrabilité  cherchée  est 

lim  a,  Am  <ï>i  A^  4>J  —  o. 
£=0 

Or  cette  condition  est  certainement  vérifiée  pour  la  fonction  G^. 
Donc  T.,  tend  vers  zéro,  et  l'équation  (2)  est  complètement  intégrable 
dans  le  cas  considéré. 

Au  contraire  7,^  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  même  devient  infini  quand 
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£  tend  vers  /.évo,  ear  aiitreinent  l'expression  (8)  n'aurait  pas  de  limite 
pour  £==:  o, 

lies  résultats  obtenus  s'étendent  évidemment  à  l'équation  (i)  et  aux 
solutions  de  la  forme  <l>f,  =r=  T^' -f-Z/^^.  Rn  particulier  cette  équation  est 
complètement  iutégrable  pour  les  solutions  de  cette  forme,  et  l'on  a, 
si  M  est  un  point  du  contour, 


(())  o'I^M^^  liivi 


5/î,  ds,  4-  a,)<I),\8/? 


dn 


dn 


Nous  aurons  dans  la  suite  à  appliquer  cette  formule  dans  le  cas  où  on 
s'annule  au  point  M.  Elle  se  réduit  alors  à 

(9')  6$;^,=  liai   /  <ï)>\  <I>iJJ'ô/?,  f/5,, 

c'est-à-dire  qu'elle  s'écrit  comme  si  la  fonction  ^^  était  analytique,  en 
remplaçant  seulement  une  intéj>rale  définie  dépourvue  de  sens  par  sa 
valeur  principale  au  sens  de  Cauchy. 

57.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qji'on  ne  peut  déduire  de  l'éc^ua- 
tion(i)  aucune  piopriété  des  fonctions  $p  qui  sont,  soit  finies,  soit  de 
la  forme  Y,j  -h  ^J,  //^  étant  analytique  dans  le  voisinage  du  contour. 
Plus  exactement,  on  ne  peut  obtenir  aucune  propriété  de  ces  fonctions 
considérées  comme  fonctions  de  points,  pour  im  contour  déterminé  C. 
En  effet,  sous  la  condition  d'être  finie  (ou  analytique),  la  fonction  <!>,; 
(ou  //JJ)  peut  être  choisie  arbitrairement. 

Nous  allons  voir  ce  qu'on  peut  déduire  de  l'hypotlièse  suivante  faite 
sur  une  fonction  $,^  vérifiant  l'équation  (i)  : 

Si  Ion  remplace  La  figure  constituée  par  la  courbe  C  et  les  deux 
points  A  et  \l  par  une  figure  semblable^  la  fonction  <1>  se  trouve  mul- 
tipliée par  une  puissance  déterminée  du  rapport  de  similitude. 

Il  est  évident  ({ue  cette  puissance  a  pour  exposant  —  2,  autrement 
l'équation  (i)  ne  serait  pas  homogène. 
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Supposons  qu'on  fasse  varier  C  infiniment  peu,  la  courbe  déformée 
étant  semblable  à  l'ancienne,  et  qu'on  donne  aux  points  A  et  B  un  dé- 
placement infiniment  petit  correspondant.  La  variation  de  la  fonction  # 
peut  se  calculer  de  deux  manières  différentes,  soit  d'après  l'hy- 
pothèse qui  vient  d'être  faite,  soit  à  l'aide  de  l'équation  (i).  On  obtient 
ainsi  une  équation  fonctionnelle  que  doit  vérifier  la  fonction  $. 

En  considérant  successivement  une  translation  parallèle  à  CXr,  une 
translation  parallèle  à  O  >",  une  rotation  autour  de  l'origine  et  une  ho- 
mothétie  par  rapport  à  l'origine,  on  obtient  quatre  équations  fonction- 
nelles distinctes,  analogues  à  celles  que  M.  Hadamard  a  formées  pour 
la  fonction  de  Green  (').  En  désignant  par  x,  y,  x^,  }\  et  x^,  }\  les 
coordonnées  des  points  M,  A  etB,  ces  équations  sont 


(lo) 


-h  /  ^^fP^[y'cos(n,  x)  —  xcos(nj  y)]ds  =  o. 


,     X  à^^  d^\  ^4»ê  d^i 

(12)  X,^    -^J'X-^   -^^^T-^   +^23-^   +2* 


-  I  <ï>i<I>B  [:pcos(/j,  a;)  +  vcos(/i,_^)]c^5  =  o. 


Ces  quatre  équations  sont  équivalentes  à  la  propriété  étudiée.  En 
effet,  si  elles  sont  vérifiées,  cette  propriété  est  vérifiée  pour  toute  dé- 
formation infiniment  petite,  et,  par  suite,  pour  toute  déformation 
finie,  remplaçant  la  courbe  C  par  une  courbe  semblable. 

58.    Supposons  que  les  points  A  et  B  soient  sur  le  contour,  et  dé- 

(')  Calcul  des  variations,  p.  3o6. 

L.  ^  i4 
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terminés  par  les  longueurs  d'arc  y,  et  -s^.  Au  lieu  des  dérivées  de  la 
fonction  <1>,^  par  rapport  à   x',,  J,,  -^^aî.'^?  ^^^  pent  faire  intervenir  les 

1  /   •     /  V  11/-/  1        f^^u         àft*^.     „ 

dérivées  par  rapport  a  s\  et  ,s\  et  les  dérivées  normales  ^ —  et  -^ —  Kn 

éliminant  ces  deux  dernières  dérivées  entre  les  équations  (lo),  (i  i)  et 
(12),  on  obtient  deux  équations  intégrales  vérifiées  par  les  valeurs  de 
la  fonction  $„  sur  le  contour. 

Ces  équations  sont  faciles  à  écrire.  Il  suffît  de  considérer,  d'une  part, 
une  rotation  autour  du  point  de  concours  N  des  normales  en  A  et  B, 
d'autre  part,  une  homothétie  par  rapport  au  point  de  concours  T  des 
tangentes  en  A  et  B,  et  d'écrire  les  équations  fonctionnelles  exprimant 
pour  ces  déformations  de  la  courbe  C  la  propriété  énoncée  au  para- 
graphe 57.  Les  dérivées  normales  seront  évidemment  éliminées. 

Appelons  p  et  «y  les  distances  des  points  N  et  T  à  la  tangente  à  la 
courbe  en  M,  comptées  positivement  vers  l'intérieur  de  la  courbe,  y>^ 
et  g' les  distances  de  ces  points  à  la  normale  à  la  courbe  en  M,  comptées 
positivement  dans  le  sens  des  s  croissants  au  point  M,  et  désignons  par 
les  mêmes  lettres  affectées  d'indices  les  valeurs  de  ces  quantités  quand 
M  vient  en  A  ou  en  B.  IjCs  équations  intégrales  en  question  sont 

(i3)  p,  ^'  +p,^^  -j  nnp'ds  =  o, 

(i4)  q\  -^  +  q'.,  -^l  -  2  n  +y  H  <I>^'  q  ds  =  o. 

Au  lieu  de  ces  équations,  on  peut  écrire  celle  qu'on  obtiendrait  en 
combinant  une  rotation  autour  du  point  A  et  une  homothétie  par  rap- 
port à  ce  point  de  manière  que  le  point  B  se  déplace  tangentiellement 
à  la  courbe  C,  et  l'équation  analogue  obtenue  en  échangeant  les  rôles 
des  points  A  et  B.  (]es  équations,  qui  sont  une  combinaison  des  équa- 
tions (i3)  et  (1 4)?  ont  sur  celles-ci  l'avantage  de  rester  distinctes  lorsque 
les  tangentes  aux  points  A  et  B  sont  parallèles. 

Les  équations  (i  3)  et  (ij)  seront-elles  modifiées  lorsque  la  fonction 
$    sera  de  la  forme  f'^  -\-  h^  ?  Elles  sont  obtenues  en  considérant  des 
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déformations  de  la  courbe  C  pour  lesquelles  on  s'annule  en  A  et  B. 
D'après  la  formule  (9'),  il  n  y  a  aucun  terme  correctif  à  ajouter.  Mais 
les  intéj^rales  qui  y  fig^urent  n'ont  pas  de  sens  dans  le  voisinage  des  points 
A  et  B,  et  il  faut  considérer  leur  valeur  principale. 

Lorsque  les  points  A  et  B  sont  confondus,  parmi  les  déformations 
élémentaires  considérées,  il  en  existe  trois  pour  lesquelles  on  est  nul 
en  A.  On  est  donc  conduit  à  remplacer  les  équations  (i3)  et  (i4) 
par  trois  relations  distinctes.  Si  elles  ne  sont  pas  vérifiées,  les  valeurs 

de  ^— î*  et  -r-^  deviendront  infinies  quand  B  tendra  vers  A.  Or  cela  a  lieu 

o/if         an. y  ^ 

précisément  pour  la  fonction  Y^,  de  sorte  que,  poiu'  l'étude  de  cette 
fonction,  nous  n'avons  pas  le  droit  d'écrire  ces  relations,  mais  seulement 
les  relations  (i3)  et  (I4)• 
59.  Supposons  données  les  valeurs  de  ^^  sur  le  contour  et  cherchons 
à  déterminer  les  dérivées  successives  de  ^^  sur  le  contour,  en  tenant 
compte  des  équations  (10)  seulement,  c'est-à-dire  en  supposant  l'hypo- 
thèse du  paragraphe  57  vérifiée  pour  les  translations.  Si  la  fonction 
$g  est  analytique,  elle  sera  bien  déterminée  par  les  valeurs  de  ses 
dérivées  sur  le  contour. 

En  remplaçant  les  translations  parallèles  aux  axes  de  coordonnées 
par  des  translations  parallèles  aux  tangentes  à  la  courbe  aux  points  A 
et  B,  les  équations  (lO;  deviennent 

l  -j h  ^— ^cos(5,,  5o) T-^  sin(5,,  5,)  H-  /    <I*i<^B  sin(A-,  5,)  ds  =  o, 

)    ost         ds2  '  orii  'Je 

Si  les  tangentes  aux  points  A  et  B  ne  sont  pas  parallèles,  ces  équa- 

, ,  .  d^ 

tions  determnient  y— 

ont 

En  désignant  par . S",  et  ^,  des  directions  bien  déterminées,  ces  équa- 
tions conservent  un  sens  quels  que  soient  les  points  A  et  B.  On  peut 
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donc  les  dériver  en  supposant  que  les  points  A  et  B  se  déplacent  indé- 
pendamment l'un  de  l'autre  normalement  à  la  courbe.  On  détermine 
ainsi  successivement  toutes  les  dérivées  de  $g. 

Ce  calcul  donne  lieu  toutefois  à  quelques  difficultés.  Considérons 

par  exemple  la  dérivée  -^ — -^ —  ;  elle  peut  se  calculer  en  dérivant  la  pre- 
mière équation  (lo^)  par  rapport  à  n^  ou  la  seconde  par  rapport  à  ii^. 
Les  deux  valeurs  ainsi  obtenues  sont-elles  égales?  On  peut  le  vérifier 
facilement,  mais  il  est  plus  simple  de  le  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante :  " 

Formons  une   fonction   ^\^  dont  les  dérivées   des   deux   premiers 
ordres  sur  le  contour  aient  les  valeurs  calculées  par  le  procédé  indiqué, 

en  prenant  pour  - — - —  la  valeur  déduite  de  la  première  équation  (i  o'). 

Donnons  à  la  figure  constituée  par  la  courbe  C  et  les  points  A  et  B  une 
translation  de  composantes  u  et  v  suivant  les  directions  des  tangentes 
aux  points  A  et  B.  Les  dérivées  de  $  par  rapport  à  u  et  v  se  calculent 
en  tenant  compte  de  l'équation  (i),  et  l'on  doit  trouver  une  valeur 

nulle  pour  -^ — r-^  puisque  la  fonction  $  ne  change  pas  par  la  translation 

considérée.  De  même,  si  l'on  donne  à  -r — ^ —  la  valeur  calculée  d'après 

la  seconde  équation  (lo^),  on  doit  trouver  une  valeur  nulle  pour  .  ,  • 
Or,  l'équation  (i)  étant  complètement  intégrable,  on  a 

du  dv        dv  du 

Il  en  résulte  évidemment  que  les  deux  valeurs  de  -^ — -^ —  sont  égales. 

Il  en  sera  de  même  pour  les  dérivées  d'ordres  supérieurs. 

Il  se  présente  une  autre  difficulté,  moins  aisée  à  résoudre.  Si  les 

valeurs  données  de  $3  sur  le  contour  sont  quelconques,  -—-  deviendra 

infinie  lorsque  les  tangentes  aux  points  A  et  B  deviendront  parallèles. 
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La  formule  qui  définit  -^  n'aura  alors  aucun  sens,  et  rien  n'indique 

a  priori  le  sens  qu'on  doit  lui  attribuer. 

Nous  pouvons  seulement  affirmer  que,  s'il  existe  une  fonction  $„ 
analytique  et  sans  singularité  dans  le  voisinage  du  contour,  elle  pourra 
être  définie  sans  difficulté  par  le  procédé  indiqué. 

Il  en  est  de  même  si  ^^  est  la  somme  d'une  fonction  connue  et  d'une 
fonction  analytique  et  sans  singularité  dans  le  voisinage  du  contour.  Il 
se  présentera  en  effet  dans  le  calcul  des  intégrales  qui  n'auront  aucun 
sens,  mais  on  saura  ce  qu'elles  doivent  représenter.  Il  suffit  de  supposer 
les  points  \  et  B  intérieurs  au  contour  et  de  voir  à  la  limite  ce  que 
deviennent  les  formules  écrites.  Les  intégrales  devront  alors  être  rempla- 
cées par  une  expression  de  la  forme  de  l'expression  (9),  paragraphe  7, 
les  coefficients  A,,  A,,...,A^  ayant  des  valeurs  bien  déterminées, 
puisque  la  partie  non  analytique  de  $g  est  supposée  connue. 

On  pourra  par  cette  méthode  déterminer  les  fonctions  de  la  forme 
\"^  4-  /i^^  h"^  étant  analytique  dans  le  voisinage  du  contour,  qui  vérifient 
les  conditions  indiquées.  Pour  calculer  les  dérivées  d'un  ordre  déterminé 
de  cette  fonction,  il  suffit  de  connaître  la  partie  infinie  des  dérivées  de  Tg 
jusqu'à  un  certain  ordre,  et  c'est  un  problème  qu'on  sait  résoudre. 

40.  Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données  de  la  fonc- 
tion $B  sur  le  contour  vérifient  les  équations  (i3)  et  (i4))  et  formons 
la  fonction  ^l  par  le  procédé  qui  vient  d'être  indiqué.  Cette  fonction 
vérifie  évidemment  les  équations  (10)  quels  que  soient  les  points  A  et  B 
et  les  équations  (11)  et  (12)  pour  les  points  du  contour.  Je  dis  qu'elle 
vérifie  aussi  ces  équations  quels  que  soient  les  points  A  et  B. 

Démontrons-le  par  exemple  pour  l'équation  (11),  ce  qui  revient  à 
démontrer  que  la  fonction  ^^  reste  invariante  par  une  rotation. 

Désignons  par  C,  une  courbe  déduite  de  C  par  une  rotation  infini- 
ment petite  autour  de  O,  et  par  C  et  C,  les  courbes  déduites  de  C  et  C, 
par  une  translation  qui  amène  O  en  O'.  La  courbe  C  peut  être  amenée 
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à  coïncider  avec  C^  par  une  rotation  autour  de  O'.  On  peut  indifférem- 
ment supposer  que  la  translation  considérée  est  finie  ou  infiniment 
petite. 

Considérons  la  fonction  <I>,^  définie  comme  il  vient  d'êtie  indiqué  en 
partant  de  la  courbe  C.  Des  valeurs  de  cette  fonction  relatives  à  la 
courbe  C,  on  déduit,  en  tenant  compte  de  l'équation  complètement 
intégrable  (i),  les  valeurs  <I>,,  <!>'  et  <î>'^  de  cette  fonction  pour  les 
courbes  C^,  C^  et  C^. 

Les  équations  (lo)  étant  supposées  vérifiées  pour  la  fonction  <I>, 
les  fonctions  $  et  <F  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  translation. 
Or  les  opérations  qui  permettent  de  définir  <1>^  en  partant  de  $  sont 
identiques  à  celles  qui  permettent  de  définir  $'^  en  partant  de  i^\  Donc 
les  fonctions  <5,  et  ^\  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  translation. 
La  propriété  exprimée  par  les  équations  (lo)  subsiste  donc  quand  on 
remplace  la  courbe  C  par  la  courbe  C, . 

Les  valeurs  de  la  fonction  $,  se  déduisent  donc  de  ses  valeurs  sur  la 
courbe  C,  comme  celles  de  la  fonction  $  de  ses  valeurs  sur  la  courbe  C. 
Or  les  valeurs  de  ces  fonctions  sur  les  courl)es  C  et  C,  se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  une  rotation,  puisque  les  équations  (ii)  et  (12) 
sont  vérifiées  sur  le  contour  C.  Doncleurs  valeurs  pour  des  points  quel- 
conques se  déduiront  les  unes  des  autres  par  une  rotation,  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 

Il  faut  remarquer  dans  le  cas  actuel  que  les  valeurs  trouvées  pour  les 
dérivées  ne  sont  pas  infinies  lorsque  les  points  A  et  B  sont  des  points 

distincts  à  tangentes  parallèles.  En  effet,  pour  définir  -^  par  exemple, 

on  peut  considérer,  soit  une  rotation  autour  du  point  B,  soit  une 
homothétie  par  rapport  à  ce  point.  Mais  la  difficulté  indiquée  plus  baut 
subsiste  lorsque  A  et  B  sont  confondus.  C'est  ce  qui  rend  difficile  la 
démonstration  de  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  définissant  $^ 
pour  les  points  qui  ne  sont  pas  sur  le  contour. 

Nous  pouvons  toutefois  obtenir  un  résultat  sur  la  région  dans  laquelle 
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la  fonction  $  peut  être  bien  définie.  Supposons  qu'on  ait  défini  cette 
fonction  pour  une  région  R  voisine  de  la  courbe.  Soient  A  et  B  deux 
points  voisins  de  cette  région,  et  A' et  B\] eux  points  de  la  région  R 
respectivement  voisins  de  A  et  B.  La  figure  constituée  par  les  points  A 
et  B  et  la  courbe  C  est  semblable  à  la  figure  constituée  par  les  points  A' 
et  B'  et  une  courbe  C  voisine  de  C,  et  par  suite  située  dans  la  région  R. 
D'après riivpothèse  du  paragraphe  57,  pour  définir  $3,  il  suffit  de 
déterminer  la  fonction  $'3.  relative  à  la  courbe  C.  Or,  nous  savons  que 
ce  résultat  peut  être  obtenu  par  une  méthode  d'approximations  succes- 
sives. 

Si  la  fonction  ^^  est  finie  dans  le  voisinage  du  contour,  la  région  R 
peut  être  étendue  de  cette  manière  jusqu'à  comprendre  tout  le  plan. 
Si  elle  est  la  somme  de  ^^  et  d'une  fonction  analytique,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  à  propos  de  la  méthode  d'approximations  successives, 
la  région  R  peut  être  étendue  jusqu'à  comprendre  tout  l'intérieur  du 
contour,  mais  elle  sera  généralement  limitée  à  l'extérieur. 

41.  D'après  ce  qui  précède,  si  nous  voulons  former  les  fonctions  de 
lignes  vérifiant  la  condition  du  pai^graphe  57,  il  suffit  de  les  former 
pour  un  contour  particulier  C.  En  efl'et,  si  nous  formons  une  telle 
fonction  ^l  pour  ce  contour  et  qu'elle  soit  définie  dans  le  voisinage  du 
contour,  elle  sera  bien  définie  pour  tout  l'intérieur  de  C,  par  suite,  pour 
les  courbes  intérieures  à  C  et  pour  les  courbes  semblables  aux  précé- 
dentes, c'est-à-dire  toutes  les  courbes  du  plan. 

Il  suffit  donc  d'étudier  les  équations  (i 3)  et  (i4)  pour  une  courbe 
particulière.  Nous  prendrons  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 

Dans  ce  cas  l'équation  (1 3  ),  qui  exprime  que  la  fonction  $  ne  change 
pas  par  une  rotation  autour  du  centre  du  cercle,  montre  que 

en  désignant  par  9  l'arc  AB. 

Il  reste  à  écrire  l'équation  (i 4)  relative  à  une  homothétie.  En  dési- 
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gnant  par  cl  l'arc  AM,  elle  s'écrit  ici 

fi  fi        /*^^  fi 

(i5)  cp(Q)cos- +  a3'(8)sin- +  /       cp(a)  cp(fi  —  a)  sin  -  sir.  ^' 


/a 


Vérifions  d'abord  que  la  fonction  ¥y  nous  donne  bien  une  solution 
de  cette  équation.  Delà  valeur  (3)  de  la  fonction  G^  dans  le  cas  du 
cercle,  on  déduit  celle  de  T,j,  qui  devient,  lorsque  le  rayon  du  cercle 
est  égal  à  l'unité  et  que  A  et  B  sont  sur  le  cercle, 


sin-  - 

2 


Cette  fonction  annulant  la  somme  des  deux  premiers  termes  de  l'équa- 
tion (i5),  il  reste  à  vérifier  ([u'elle  annule  l'intégrale.  Cette  intégrale 
n'ayant  pas  de  sens,  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  considérer 
sa  valeur  principale.  Cette  intégrale  s'écrit,  à  un  facteur  constant  près, 


f  [        ^\ 


h. 

e 


cos  — 

2 


Or,  lorsque  les  pôles  sont  simples,  ce  qui  est  le  cas  ici,  un  change- 
ment de  variable  effectué  sur  une  intégrale  dont  on  a  à  calculer  la  valeur 
principale  est  légitime.  En  posant  donc 

e  =  ^;  cos  -  =1  a^ 

1 

l'intégrale  considérée  se  ramène  à  l'intégrale 

dz 


f 


z   —  'laz  -\- 


prise  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z  le  long  du  cercle  ayant  l'ori- 
gine pour  centre  et  l'unité  pour  rayon.  Les  deux  pôles  de  la  fonction 
à  intégrer  sont  sur  le  cercle,  et  la  valeur  principale  que  nous  avons 'à 
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calculer  est  la  moveiine  arithmétique  des  intégrales  prises,  l'une  le  long 
d'un  contour  un  peu  plus  petit,  l'autre  le  long  d'un  contour  un  peu 
plus  grand.  Elle  est  donc  bien  nulle. 

Le  fait  que  les  deux  premiers  termes  de  l'équation  (i  5)  et  l'intégrale 
qui  V  figure  sont  nuls  séparément  pouvait  être  prévu  a  priori.  En  effet, 

la  fonction  T*  a  la  même  valeur  -—:  pour  tous  les  cercles  passant  par 

les  points  A  et  B.  La  variation  de  cette  fonction  quand  le  cercle  varie, 
variation  représentée  par  l'intégrale  de  la  formule  ^i  5),  est  donc  nulle. 
Il  en  résulte  que  l'équation  (i  5}  est  également  vérifiée  par  la  fonc- 
tion C'i/(Ô),  C  désignant  une  constante  quelconque. 

42.  Cherchons  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i5)  qui  soient  de 

la  forme 

C 


sin-  — 

2 


h{^). 


en  désignant  par//(Ô)  une  série  de  Fourier  absolument  et  uniformé- 


ment convergente 


(i6)  /i(Çi  )  =  «ûH-  2«,  cosO  +. .  .-f-  2flrflCOs/i6  -+-... 

L'équation  (i  5)  donne  après  réduction 

6  H       r-'  %      h— 7 

(17)         A(e)cos- -+-A'(Ô)sJn- -i-  /        /n^oi)/i{h  —  x)s\n-s\n dx 

.     h  —  a  .     a      ■ 

/îit  siii îTz  sin - 

hih  —  a  ) f/a  -h  C  /        //  (  a  ) -, dx  =  o. 
.a                      /             •'.'}  —  X 


sin  —  "  sin 

2 


Dans  cette  intégrale,  tous  les  termes,  à  l'exception  peut-être  du 

terme  en  /'';  Ô},  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  de  séries  de  Fourier 
L.  i5 


I  l4  l'AUL    LKVY. 

en  -  absoliimeiit  et  uniformément  converij:entes  ;   il   en  est   donc  de 

2  " 

même  du  terme  en ///(9)  de  sorte  que  la  série  (16)  peut  être  dérivée 
terme  à  terme.  Nous  n'avons  donc  qu'à  écrire  que  l'équation  (17)  est 
identiquement  vérifiée. 

l^iCs  deux  dernières  intégrales  de  la  formule  (17)  se  déduisent  l'ime 
de  l'autre  parle  changement  de  a  en  9  —  oc.  Il  suffit  de  calculer  l'une 
d'elles,  par  exemple  la  premièie,  ou  plus  exactement  sa  valeur  princi- 
pale. Elle  s'éciit 

r    '     ^    r'^  1  tu         X        ^  ^  r  ^ 

Csm—    /        /«(y  —  a)col-aa  —  27zLaoCO.s 


).S  — 
2 


Dans  le  développement  de  //(9  —  oc),  les  termes  pairs  en  oc  donnent  des 
intégrales  dont  la  valein^  principale  est  nulle.  Il  reste  donc 

—  27rCaoCOs l-aCsin-   ^    (a^isin/zO  —  6„cos/^9)  /        sirina  col  -  <r/a. 


Or  on  a 


,27T  sin  In 1  a  4-  sin  (  /i  H la 


Cf.  \    r  \         2  /  \  a  /      , 

SI  n  /?  a  co  t  —  «a  =  -    /        ^ ^ —  dy. 

1  '1   1  .a 

'h  sin- 

2 

=   /       [1  4- 2  cosa  H- 2cos2a +. . .+ 2C0s(w  —  i)aH- cos/«a]  <ia 


2Tt. 


L'intégrale  considérée  a  donc  la  valeur 

—  27rC«oCOs — h4'^Gsin-  ^    (<:/,/ sin  «0  —  6„cosAi9), 
2  2  .^ 

c'est-à-dire,  en  posant  b^z=o^ 

2  7iG  ^  («//+,  —  ««)cos  (/i  +  7jB4-27:C  ^  (^„+,  —  6,,)  sinf  «  +  -  jO. 
D'autre  part,  on  trouve  aisément,   pour  la  première  intégrale    de 
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r  équation  (  1 7  ) ,  la  valeu  r 

«  =  0 

n  =  « 

—  2- V  (a„+,  —  a„)  {b„^,  —  b„)  sin  In  +  M  ^, 

n  =  0 

et  pour  les  deux  premiers  termes 

A  (8)  cos  -  =       V  (««  —  ««+,)  cos  ('»  +  ^  )  ^  -^  ^  (^«  ^  ^''+')  ^'°  (  "  "^  î  )  ^ 
et 

A'(Ô)siii-  =       ^  [/ior„  — (n-f  i)««+,]cosf /i  +  -jO 

^  =0 

En  égalant  à  zéro  dans  l'équation  (i  7)  lescoefficients  de  cos  (^n-h^j^ 
et  sin(//  +  -  j9,  on  trouve 

(n-i-i  —  ir.C)b„  —  (n  —  i-C)b„+,  —  27:(«„+,  —  a„){b„+t  —  b„)  =  o. 

En  posant  alors 

a„+  ibn  ^  A  „ .         a„  —  ibn  =  B„ , 

les  quantités  A,,  et  B„  sont  deux  systèmes  de  solutions  des  équations 

(,8)  (/i  -M  -  4-C)  A„ -  (/i  -  4-CV\„+,  -  T.{ k\^,  —  A J2  =  o 

(n  =  o.  1 ,  2.  . ..,  3c). 

Si  A,  est  connu,  cette  équation  déterminera   successivement  A,, 
A,,  . . . ,  A^.  Mais  il  faut  que  la  série  (16)  soit  convergente.  Or  l'équa- 
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tion  (18),  qu'on  peut  écrire 

A«_n  _  n  +  1  —  47tG  +  ^^(A,,^.)  —  Afl) 
A„    ~      n  — 4TzC  —  Tz{A„_^f  — A,i) 

montre  que,  si  A„  est  très  petit  sans  être  nul,  le  module  de  A„^,  est 
supérieur  à  celui  de  A„.  Il  faut  donc  que  A„  soit  nul  à  partir  d'une 
certaine  valeur  /?  H- i  de  n,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  une  infinité 
dénomhrahle  de  valeurs  de  A^,.  Pour  déterminer  les  valeurs  des  quan- 
tités A,  au  lieu  de  donner  à  //  dans  la  formule  (18)  des  valeurs  crois- 
santes à  partir  de  zéro,  il  vaut  mieux  lui  donner  des  valeurs  décrois- 
santes à  partir  de  /;.  On  a 

A      -o         A  -  />  +  '-4^C 

et  A^,_,,  A^_2,  .  . . ,  A^sontdéterminés  successivement  par  des  équations 
du  second  dei»ré. 

o 

Toutes  ces  quantités  sont  réelles,  si  C  est  réel.  En  efl'et,  si  A„  et  A„^, 
vérifient  l'équation  (18),  cette  équation  est  vérifiée  si  l'on  remplace 
//,  A„^,  et  A„  par  //  —  i ,  A„  et  2  A„  —  A,^^,.  Une  des  valeurs  de  A„_,  est 
donc  3  A„  —  A„^, ,  et  est  réelle  si  A„  et  A„^,  sont  réels  ;  l'autre  valeur  de 
A,,_,  est  donc  aussi  réelle.  Or  A^,  et  A^  sont  bien  réels;  on  voit  donc 
successivement  qu'il  en  est  de  même  de  A^_, ,  . . . ,  A^. 

Il  faut  remarquer  qu'en  se  donnant  A,,  arbitrairement,  on  peut  trouver 
pour  A,  des  valeurs  imaginaires.  Mais  dans  ce  cas  la  série  (16)  est 
certainement  divergente. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  de  solutions  A  et  B  des 
équations  (18).  Les  quantités  a^  et  b,,  seront  définies  par  les  formules 

A„  +  B„  A«  —  B« 

a,i=  ,  b„= ^ 

•2  11 

Il  faut  que  l\  soit  nul,  c'est-à-dire  que  A^^^  B^.  Cette  condition  est-elle 
possible   à  réaliser  sans   qu'on  ait  A„  =  B„  pour  toutes   les  valeurs 
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de  //  ?  Il  suffît  par  exemple  de  prendre 

Ao=Bo=;J;-4C,      .    A,=^-4C,  B,=:A2=...==o 

et  h^  ne  sera  pas  nul.  On  a  ainsi  des  solutions  qui  donnent  pour  //(Ô) 
des  valeurs  imaginaires  et  qui  contiennent  des  termes  impairs  en  6. 

Si  l'on  cherche  les  solutions  réelles,  comme  les  quantités  A^  et  B^ 
sont  réelles,  il  faut  que  A„  =  B„,  et  par  suite  ^„  =  o.  La  fonction  /i(ô) 
est  paire  et  conduit  à  former  une  fonction  ^^  symétrique  par  rapport 
aux  points  A  et  B.  Donc  Les  Jonctions  de  lignes  réelles  vérifiant  V  équa- 
tion (  1  )  et  la  condition  du  paragraphe  57  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  points  \et^. 

Les  valeurs  des  quantités  «„  sont  alors  celles  des  quantités  A„. 
Parmi  les  différents  systèmes  de  valeurs  possibles,  le  plus  remarquable 
est  constitué  par  les  valeurs  en  progression  arithmétique 

«0  =  (/>  +  •) Z 


ap  = 

P  +  \- 

(fp-t  = 

.P^ 

1  — 

-4 

-c 

» 

•• 

•> 

«, 

qui 

donne 

la  solution 

h(^)  = 

/>  — I 

— 

\r. 

c^' 

n^t  p 

^  i') 

•A 

h 

sin 

2  _ 

2 

In  cas  particulier  à  signaler  est  le  cas   où  C  =  o  et  /?  =  o.  Dans  ce 
cas,  outre  la  solution  cp  (^Ô)  =  o,  on  trouve 

qui  conduit  à  la  fonction  de  ligne  ë?  S  désignant  la  surface  intérieure  à 

la  courbe  C.  Cette  fonction  vérifie  Téquation  (i)   et  la  condition  du 
paragraphe  57. 

D'une  manière  générale  il  est  probable  que  les  fonctions  qui  véri- 
fient ces  conditions,  en  ajoutant  même  celles  d'être  réelles  et  symé- 


I  l8  PAUL    LÉVY. 

triques,  constituent  une  infinité  dénombrable  de  fonctions  dépendant 
chacune  d'une  constante  arbitraire  C.  Toutefois  cela  n'est  pas  rii»ou- 
reusenient  établi,  car,  d'une  part,  le  passade  des  fonctions  de  la 
valeur  <I>,^  sur  le  contour  aux  valeurs  de  cette  fonction  en  d'autres  points 
n'a  pas  été  fait  d'une  manière  rigoureuse;  d'autre  part,  nous  n'avons 
pas  établi  que  l'équation  (17)  n'a  pas  d'autres  solutions  que  celles  que 
nous  avons  obtenues. 

45.  De  ce  qui  précède  résulte  un  procédé  ([u'on  peut  suivre  pour 
résoudre  le  prol)lèine  biharmonique.  Il  faut  commencer  par  former 
la  partie  infinie  de  Yj^  sur  le  contour.  Nous  avons  vu  qu'on  peut 
obtenir  ce  résultat  par  une  représentation  conforme  du  contour  C  sur 
le  cercle,  et  l'on  trouve 


L^  sin-  — ^^ — z 


en  désignant  par  J^  la  longueur  du  contour.  On  peut  alors  repré- 
senter W^  sur  le  contour  par  la  somme  de  cette  expression  et  d'une  série 
trigométrique  doublement  infinie,  absolument  et  uniformément  con- 
vergente (*) .  . 

En  utilisant  les  équations  (1 3)  et  (i4)  ,  on  déterminera  les  coeffi- 
cients de  cette  série.  La  difficulté  provenant  de  ce  que  certaines  inté- 
grales qui  figurent  dans  les  calculs  n'ont  pas  de  sens  se  résoudra  par 
des  procédés  analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés  dans  l'étude 
de  l'équation  (i5).  On  obtiendra  alors  des  équations,  plus  compli- 
(|uées  que  les  équations  (18),  mais  qui  pourront  vraisemblablement 
se  discuter  d'une  manière  analogue.  Il  fnudra  enfin,  parmi  les  diflé- 
rentes  solutions  obtenues,  distinguer  celle  qui  convient;  cela  ne  pré- 
sentera pas  de  difficulté  pour  les  contours  différant  peu  du  cercle,  ou 
d'une  courbe  pour  laquelle  la  fonction  Y^  soit  connue. 

(')  Si  le  contour  est  analytique  et  même  sous  des  conditions  beaucoup  plus  larges. 
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Il  serait  d'ailleurs  désirable  d'obtenir  un  procédé  plus  simple  pour 
définir  les  valeurs  de  ^'^  surle  contour.  Ce  résultat  obtenu,  le  problème 
s'achève  sans  difficulté. 

Déterminons  d'abord  la  valeur  de  W^  lorsque  le  point  A  est  quel- 
conque et  que  le  point  B  est  sur  le  contour.  La  deuxième  équation  (i  o') 

définit  -3 —  L'intégrale  qui  y  figure  n  a,  il  est  vrai,  aucun  sens,  mais  nous 

savons  ce  qu'elle  représente.  Il  suffit  d'utiliser  la  formule  (9),  dans 
laquelle  7-„  est  une  quantité  qu'on  peut  calculer,  puisque  l'on  connaît  la 
partie  infinie  de  Tg .  On  pourrait  définir  de  même  les  autres  dérivées  de 
la  fonction  ^'.  Il  est  plus  simple  de  remarquer  que  Y^  est  une  fonction 
harmonique  du  point  A,  dont  on  connaît  les  valeurs  sur  le  contour 
ainsi  que  celles  de  sa  dérivée  normale.  La  formule  de  (jieen  appliquée 
à  cette  fonction  et  à  logr  nous  donne  sa  valeur  par  une  quadrature.  La 
répétition  du  même  procédé  définit  Y^  quand  les  points  A  et  B  sont 
quelconques. 

La  fonction  Tg  =  A^A^G^  étant  connue,  on  sait  qu'on  peut  en 
déduire  Gg  par  des  quadratures  (*).  En  effet  A^  G^  est  une  fonction  du 
point  A  qui  s'annule  sur  le  contour  ainsi  que  sa  dérivée  normale,  et 
dont  la  partie  infinie,   quand  A  est  voisin  de  B,   a  la  valeur   connue 

41og--  Connaissant  T^,  la  formule  de  Green,  appliquée  à  la  fonc- 
tion Ag  Gg  et  à  log  ->  définit  cette  fonction  par  une  quadrature.  La  répé- 
tition du  même  procédé  définit  la  fonction  Gg.  Le  problème  biharmo- 
nique  se  ramène  donc  à  l'étude  des  équations  intégrales  (  i3)  et  (  i4)- 
Remarquons  enfin  que,  pour  faciliter  la  détermination  des  valeurs 
de  la  fonction  Yg  sur  le  contour,  on  peut  former  une  autre  équation 
intégrale  que  vérifient  ces  valeurs.  En  effet,  si  les  valeurs  de  W^  sur  le 
contour  sont  connues,  nous  venons  de  voir  que  les   équations  (10') 

donnent  -r —  Elles  donnent  de  même  -^— r--  Comme  la  fonction  T^  est 

orii  dn-  " 

(')  Ce  résultat  a  été  démontré  par  M.  Hadamard  dans  son  Cours  de  1909-1910,  au  Col- 
lèffe  de  France, 
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harmonique,    on  doit  avoir,  en  désignant  par  /■,    la  courbure  de  la 
courbe  C  au  point  A 

On  obtiendrait  de  même  des  relations  entre  les  dérivées  d'ordres 
supérieurs.  Mais  toutes  ces  équations  sont  vérifiées  si  les  équations  (i  3), 
(i4)  et  (19)  le  sont  et  si  l'on  détermine  les  dérivées  successives  de  la 
fonction  ^^  à  l'aide  des  équations  (10') .  En  effet,  la  seconde  équa- 
tion (10^)  par  exemple,  donne 


dSy 


Si  donc  A^Y^  est  nul  sur  le  contour,  — y^^ — î'  est  mil  également.  Il  en  est 

de  même  des  autres  dérivées.  Si  TJ  est  symétrique  par  rapport  aux 
points  A  etB,  il  en  est  de  même  aussi  de  Aj,T,^  et  de  ses  dérivées. 

Nous  ol^tenons  donc  une  seule  équation  intégrale  nouvelle  que 
vérifient  les  valeurs  de  la  fonction  Y\  sur  le  contour.  Cette  équation  est 
d'apparence  assez  compliquée,  d'autant  plus  que,  pour  l'écrire,  il  faut 
introduire  des  termes  analogues  au  terme  en  oc^  de  la  formule  (9). 
Elle  peut  peut-être  rendre  cependant  des  services  dans  l'étude  du 
problème  bibarmonique. 

Vu  et  approuvé  : 
Paris,  le  11  juillet  191 1 . 
Le  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences, 
Paul  APPELL. 
Vu  et  permis  d'imprimer  : 
Paris,  le  1 1  juillet  191 1. 
Le  Vice-Recteur  de  l'Académie  de  Paris, 
L.  LIARD. 


SECONDE  THÈSE. 


PHOPOSITIONS  DONNÉES  PAR  LA  FACULTÉ. 


Sur  les   valeurs   d'une  fouetiou  uniforme  dans  le    voisinage  d'un 
point  singulier  essentiel  isolé. 
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Vu  et  permis  d'imprimer  : 

Paris,  le  11  juillet  191 1. 

Le  Vick-Hectelr  de  l'Académie  de  I'aris, 
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